MAT212 var 2022

Fasit til eksamensoppgaven

1. Inverse funksjon teorem og tangent plan

Her kan vi skrive F(x,y,z) = e*tY + eXtZ 4+ ¥1Z =3,

i. F(0,0,0) =141+ 1 = 3, tilfredsstiller ligningen i punktet.
ii. Partiell derivertene eksister og er kontinuerlige,
or or 00g
9x1(0,0,0) 9v1(0,0,0) 0z1(0,0,0)
Dermed fglger at vi kan skrive x som funksjon av y og z, y som y(x, z) og z som z(x, y).

Tangentplan kan vi finne ved (som er ogsa 1. ordens Taylor polynom til z(x, y)),

0z 0z
Pl(x;:V) = Z(X,Y)l(o'o) +a|(00) (x—=0)+ a— (y -0)=—x— y
’ (0,0)
Siden partiell derivertene er gitt ved,
9F oF
T =-log F=-% =-1
3z 1(0,0,0) 9z 1(0,0,0)

Ligningen for tangentplanet er da, z + x + y = 0 som er uavhengig av hvis man finner linjer
approksimasjon for x(y, z), y(x, z)), eller z(x, y) i punktet. Linjer approksimasjon for funksjon
f(x,y,z) =e*tY + e**Z + e¥*% — 3 i punktet skal ogsé gi samme ligning.

2. Areal aven flate

Planet kan vi skrive som z = g(x,y) = 6 — 3x — 2y og til a finne arealet av flaten i fgrste oktant kan

. ag 2 dg 2 .. o . .
vifinne S = ffD (E) + (a) + 1) dxdy , hvor D er definisjonsomradet for flaten i xy planet. Til

a finne definisjonsomradet ma vi finne grenser til xog y ndr 6 — 3x — 2y > 0. Ved & sette z = 0 far
vi ligning fory = 3 — gx ,ogmedandreord, 0 <y < —%x +30g0 < x < 2.0mradet ser ut som

pa bilde 1 nedenfor.

Bilde 1: Viser funksjonsomrdadet av z(x,y) i xy planet [1].



99 _ 99 _ _ 99\? | (99)? _
3= 308 ;,=—2085= ffD\/((a) + (@) + 1) dxdy = [[ V14 dxdy.

2 —%x+3
S= f f V14 dydx = 3v14.
0 J0

3. Stifunksjon, kurver og lengden av glatte kurver

1. Sant
En kurve defineres av en sti og en glatt kurve ma ha tangentvektor, r'(t), som endrer retning kontinuerlige. Hvis
komponentene av r'(t) er kontinuerlige betyr det at r(t) er en gang kontinuerlig, dvs. C?.

2. Sant Det bestemte integral L er uavhengig av parametriseringen, dvs. stien r(t).
3. Nei y'(t) eksister ikke ndr t — 0, da fglger at L eksister ikke heller.
4. Nei r(t) er ikke C? siden komponentene av r’(t) er ikke kontinuerlige.

4. Graferirommet

Ligning 1 Bilde IV
Ligning 2 Bilde Il
Ligning 3 Bilde |
Ligning 4 Bilde IlI

5. Areal innelukket av lukket kurve

1. Parametrisering (1) er i polarkoordinater og arealet kan vi finne ved,

2n 2a(1-cos8) 2m 2a(1—-cos )
A= -[ f rdrdf = f [—rz] df = 6ma?
0 0 0 2 0

2. Ved bruker av Greens teorem for vektorfeltet, F = %(—yi + xj),

JOF oF
ﬁCF -dr = fCFl dX+F2 dy = ffD (6_x2 - a_yz)dA
iden &fz _ 2F2 _ oF; _ 9F; - :
Siden 5% — ¢ = 1for dette vektorfeltet, er I, ( - 6y) dA = areal(D) ogvikan

finne

1
A = areal(D) = fFl dx+F, dy=§f —ydx+xdy.
c c
Ved parametrisering (2),
x(t) = 2acost (1 —cost) og dx(t) = %x( t),

y(t) = 2asint (1 —cost) og dy(t) = %y( t),

kan vi sette opp linjeintegralet,

1 2T
A= Ef [x(t)dy(t) — y(t)dx(t)] dt.
0



6. Gauss teorem til & finne volum

Steg 1: Divergensteoremet (Gauss) for et vektorfelt F, santatV-F =1,

[[ #as= [[[o-par = [ 1av = sorancer

Vikan bruke F = %(x, y,Z) og vi har at,

V:volum(ﬂ):ff F-dS = ffF-N'dS +ffF-NdS.
20 S/ s

Hvor S’ er overflaten til kjeglen som ikke er del av S, dvs. sidene av kjeglen.

PdS harviatF-N = 0ogpaSharviatN = (0,0,1) og z = h, sant at,

1 1 1
V= 0+.U—hdS=—h'U1dS=—hareal(S),
$3 3 ) 3

dvs.V = %hA som vi skulle vise.

Steg 2: Sa lenge som volumet er bunnet av stykkevis glatte flater sa spiller det ingen rolle

formet av bunnen siden vi far ffS 1dS = areal(S) = A isiste steg av utregningene.

7. Divergens og kurl til et vektorfelt

Vektorfeltet har divergens og kurl: V- F = \/x? + y2 og VXF = szliyZ’\/%—ZyZ’ 21.

1. Nar z=0 er vektorfeltet F likt G=(-y,x) og feltlinjene er sirkler med radius i origo. Vi kan evt. si
at vektorpilene er tangenter pa sirklene, stgrrelsen av pilene gker med gkt radius, og feltet
«snur» i motsett retning til klokka. Her er det litt fleksibelt med svar, men det skal inneholde
noe som viser kunnskap av feltlinjer.

2. Ferikke konservativt siden kurlet er ikke lik null (V X F # 0) som er ngdvendig betingelse.

3. G erinkompressibel siden divergensen er lik null (V- G = 0) men F er det ikke siden
divergensen er ikke lik null (V - F # 0).



8. Divergensteorem.i 2D

Steg 1: Divergensteoremet i 3D: [ff,V-FdV = [[,  F - N dS, for et volum, Q, innelukket av stykkevis
glatte flate, 01}, og peker N ut av flaten.

Divergensteoremet i 2D: [f, V- FdA = [.F - n dr, for et omrade, R, innelukket av stikkevis glatte
kurve, C, og n som peker utover kurven som vist pd bilde 2.

Steg 2: Teoremet i 2D maler divergens av et vektorfelt i 2D. Hvis vi tenker om vektorfeltet som
vaeskestrgm kan vi tenke os a hvis det stremmer vaeske ut av omradet gjennom C (det er hggre side i
ligningen) resulter dette i minkende mengde av vaeske innhold av omradet R, vaeske divergerer fra R
(det er venstre side). Omvend, hvis det strommer vaeske inn, gker mengde av vaeske innhold av
omradet, vaeske divergerer til R. Hggre side i ligningen er fluks over grensen og venstre side er
divergens over hele omradet (flukstettheten). Her er det flere enn en versjon av riktig svar. Skulle
inneholde noe om @ ligningene knitter sammen divergens og fluks (strém) av et vektorfelt innenfor/ut
av (et) omradet (omrdde). Her kan du ogsa forklare teoremet i 3D (f.eks. hvis ikke du fikk til steg 1).

Steg 3: | tilfelle div F < O (divergens til pkt.), da gker strgmtettheten innenfor R (det er mindre plass
mellom vektorpilene pa bilde 3) og det strgmmer vaeske innom C. | tilfelle div F > 0 (divergens fra
pkt.) da minker strgmtettheten innenfor R, det stremmer vaeske utover C. | tilfelle div F=0
(divergensfri) er akkurat ingen endring i strgmtettheten, det er like mye som strgmmer ut og inn. Her
er det ogsa litt fleksibelt med svar, vis G du pr@ver a forsta (undersgke) hva skjer ved
gkende/minkende divergens. Som i steg 2 holder det g forklare teoremet i 3D.

divF <0 divF >0 divF =0

NN

SN SN A

Bilde 3: Divergens til et vektorfelt i 2D [2].

V\\V\v\q_‘/ll\\\\»_,»l»/

Bilde 2: Vektorfelt i 2D, omrddet R, randkurven C og
utvisende enhetsnormalvektor n [2].



9. Inverse-funksjonsteorem
1. Usant Til adefinere u,v som funksjoner av x,y,x ma gitt Jakobi-determinant vaere ulik 0.
2. Sant For skalarfunksjoner far vi den betingelse.
3. Sant
4. Sant
Til & definere u,v som funksjoner av x,y ma vi ha u? # v2, dvs. u # +v, sett inn i ligningene for x og y gir
betingelsen for (x,y).
5. Usant
Med implisitt derivasjon av ligningene i (4) kan vi vise at det holder ikke. Generelt, nar det gjelder
vektorfunksjoner av flere variabler, tar Jakobi-determinanten rollen til deriverten.
10. Stokes teorem
A) Viskal finne ffSV X F - dS for de to flatene S; ogS,. Fgrste flaten ser ut sant den pa bilden
og har projeksjon i xy planet som er sirkel med radius 2. Den andre flaten er en sirkel i xy
planet med radius 2. Viskal vise at [f. VX F-dS = [[. VX F - dS. | oppgave 7 hadde vi
1 2
allerede funnetat V x F = |=22— ——XZ_ 2|. z
Jx2+y?’ [x2+y? 0.0.4)
éuzgu
a. Siden N, = K harviat, x 0,0)
-U VxF-dS=_U VxF-deS=2_U 1dS =2 areal(S,) = 8n
Sy S, Sz
. . . VG
b. Vikan beskrive S; som nivéflaten G(x,y,z) =z+x%2+y?—4=00gN,; = o hvor
3
VG = (G3,G3,G3) = (2x,2y,1) og vi har,
Jf VxF-dS=ff VxF-NldS=2ff 1dS = 2 areal(S,) = 8n
S1 S1 S2
B) Fglgende Stokes teorem, §, F-dr = [[.V X F - dS, kan vi enten regne ut linjeintegralet til
randen av S; eller flateintegralet over S, istedenfor flateintegralet over S; siden flatene har
felles rand. Da har vi enten linjeintegral langs en sirkel eller flateintegral over sirkelen som i
begge tilfelle regnets ut pa enklere mate en flateintegralet over S;.
Saeunn Hallddrsdottir
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