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LOYSINGSFORSLAG

OPPGAVE 1:

Finn dei deriverte til
2

i) f(x) = /lf exp(u?)du, = >1, ii) f(z)=a>@.

nx

SVAR:
Z) % /lm eXP(uQ)du = 2x exp<;p4> — éeXp((lnx)Q) — 9 eXp(lA) _ a1
i) 1) = ) Jloosa) nte) = a2 sinGa) ).

OPPGAVE 2:

Rekn ut dei ubestemte integrala
2
. . —1/ 2 g x°+1
d dz.
i) /e sin~ (e®)dx, i) /mQ—I—mx

SVAR:

i) La u = e s.a. du = e*duz:
[ e sin™(e%)dx = [sin™!(u)du =
usin™(u) — | T du = usin™'(u) + V1 —u2+C =

e“sin”'(e?) + V1 —e* + C.

i7) Polynomdivisjon og delbrgkoppspalting gir:
22 +1 B 1—x 1 2
24z 2+ r x+1

Integrerer og far:

2?2 +1 1 2 ||
T = 14 = — dr = ¢ +1n —— )
/xQ—i—xd /( dz (x +1)2 ¢




OPPGAVE 3:
Finst det konstantar a og (3 som gjer at funksjonen

ar’+ 3, x <0,
f(x):{ In(z+1), x>0,

blir kontinuerleg og deriverbar i x = 07

SVAR:

Kontinuitet: lim, .o- ax + § = lim, .o+ In(z +1) = [ =0.
Men vi kan ikkje bestemme « s.a. funksjonen ogsa er deriverbar fordi f (0) = lim,_o- 20z =

0, f4(0) = lim, o+ .57 = 1, og vi ma kreve at f”(0) = f£(0).

OPPGAVE 4:

a) Finn volumet av omdreiingslekamen som er danna ved a rotere omradet avgrensa av
y=+/1/2P, y=0,x=10gx=R>1om z-aksen.

b) For kva verdier av p er volumet av omdreiingslekamen i a) avgrensa nar R — 4007

SVAR:

a) Volumet er gitt ved formelen
R R ™ 1-p
1 “—(R7P—1), 1
V(R):w/ f(x)2dx:7r/ —dx = = b p?
1 1 2P mIn(R), p=1
b) Nar p > 1 konvergerer det ubestemte integralet slik at:

. ™

For p < 1 divergerer p-integralet mot co, og dermed er volumet ikkje avgrensa.

OPPGAVE 5:
Avgjer om fglgjande rekker konvergerer:
o= 1 o= 1 1
l —, i :
) 2w W X m e
SVAR:

i) Dette er ei p-rekke med p =4/3 > 1. Rekka er dermed konvergent.

i1) Bruker grensesamanlikningstest med rekka i 7):

ap, 1 . Vn?+2n+n vVnZ+2n+n

lim — = lim ———— = lim = lim =1
n—00 bn n—oo 1/m2 +2n—n n—oo N2 + 2n — n2 n—00 on ’

som viser at rekka konvergerer.



OPPGAVE 6:

For kva verdiar av x konvergerer rekka

S
“~In(n+1)

absolutt eller betinga, og for kva z-verdiar divergerer rekka?

SVAR:

For |z| > 1 eksisterer ikkje lim,,_ ., a,, og rekka divergerer. Forholdstesten gir at

som viser at rekka konvergerer absolutt nar || < 1. For z = —1 er rekka alternerande,
og konvergerer betinga. For x = 1 ser vi at rekka divergerer ved samanlikning med den
harmoniske rekka.

OPPGAVE T:

a) Finn den generelle lgysinga til differensiallikninga

dy

—+ky=t

dt + y )

nar k er konstant.

b) Kva blir det dominerande leddet til y = y(t) funne i a), for £ < 0, k = 0 og k > 0, nar
t — 4007

SVAR:
a) Anta k # 0. 1. ordens linezr likning med integrerande faktor e*t:
%(ekty) =te" < y(t) = % — % + Ce™™
Anta k = 0:
%-t@y(t} _%t2+(].

b)
k<0, C#£0: y(t)~Ce* eller y(t)=0(e ™), t— oo,
k<0, C=0: y(t)~t, eller y(t) = O(t), t — o0,
k=0: y(t) ~ 3t2,  eller y(t) =0(t?), t— oo,
k>0: y(t) ~ £, eller y(t) = O(t), t — oo.



OPPGAVE 8:

Avgjer om pastandane under er sanne eller usanne. Gi ei kort grunngjeving for svaret ditt.

a) Gitt at lim, .. a, = 0, og at rekka > a, konvergerer. Da konvergerer ogsa rekka
absolutt.

b) Kontinuerlege funksjonar definert pa (a,b) har alltid eit maksimum og minimum pa
intervallet (a,b) dersom lim, ., f(x) = L, lim,_,— f(x) = M, og |L|, | M| < cc.

¢) Middelverdien av funksjonen f(z) = re® pa intervallet [0,1] er f = \/e/2.

SVAR:
a) GALT. Moteksempel: > °° (—1)"/n konvergerer betinga (alternerande rekke), men

n=1
ikkje absolutt (harmonisk rekke). Men ei absolutt konvergent rekke vil ogsa konvergere.

b) GALT. Moteksempel: f(z) =  har verken maksimum eller minimum pa vilkarlige opne
mengder. Men dersom det finns xg, z1 € (a,b) s.a. f(zo) < L, M og f(x1) > L, M, har f
alltid eit maksimum og minimum pa intervallet (a, b).

¢) GALT. Middelverdien til f pa intervallet [0, 1] er:

1 1
f:/xemdx:xexhl)—/exdx:e—e—l—lzl.
0 0

OPPGAVE 9:
Vis ved induksjon at
n _ nl
Zxk i , r#£1
11—z
k=1
SVAR:

1) For n = 1 gir formelen:

x:ixk:x—xlﬂ _r(l-2)
k=1

2) Anta formelen gjeld forn =k —1 > 1:

k=1 _k z—gh-1+1
Do T

= 1—x
k=1 k A — k
PO —z T 7

zk: ZL’k _ x—akiab(l-x)  p_gktl
k=1 - 1—z T 1-z

1) og 2) saman med matematisk induksjon gir at formelen gjeld for alle n > 1.



OPPGAVE 10:

a) Finn Taylor-rekka om z = 0 til funksjonen

b) For kva verdiar av z vil Taylor-rekka i a) konvergere mot f(z).

SVAR:

a) Vi ser at Taylor-rekka ma vere den geometriske rekka gitt i forrige oppgave i grensa nar
n — oo og x < 1. Vi kan ogsa finne rekka ved a bruke definisjonen. Vi ser lett at

fl@)=0-2)2 f'(z)=21-2)3 f"(z)=230-2)"* ..., f"(z)=nl(1-z)" "

Formelen for den n-te deriverte kan vi eventuelt vise ved induksjon. Dette gir oss at
f(0)=0, f™0)=n!, n>0,

som innsatt i formelen for Taylor-rekka gir:

AU IR S R
fla)y=) s—p=at =) —at =) "
n=0 n=1 n=1
b) Forholdstesten gir oss at Taylor-rekka konvergerer absolutt nar:
n+1
p= lim |xn’—|$|<1
Av utrykket i Oppgave 9 ser vi at for |z| < 1 er
T — z,n—&—l 0
e 1 _— = Tl‘
fo) =t - =)

TILLEGG M100 (2 timer ekstra)

OPPGAVE 11:
La
z21=1414, zp=-1+1.
a) Rekn ut z; + 29, 21 - 29 0g 21/29.
b) Skriv z; pa polar form og rekn ut z{.

c¢) Finn alle dei komplekse lgysingane til likninga
F+22t+1=0.



SVAR:

21+ 20=20, z1-20=-2, z1/z2=1—1.

;T

2 =V2e'E, 2t = (V2e'5)t = 2¢7 = —2.

- 31 - 5T ST

A2 1=G+1)P2=0=22=-1= z=¢', e et el

OPPGAVE 12:
Lgys initialverdiproblemet:
dy
2 3
— =y -3 0)=2.
vy =y =3 y0)
SVAR:
Likninga er separabel og vi far:

5;?%:da:<:)%1n(y3—3):x+01<:)

y? — 3= Cexp(3z) & y(z) = {/Cexp(3x) + 3.

y(0) =2 VC+3=2sC=5.
OPPGAVE 13:

Initialkravet gir

La
fla,y) =a" —y* + zy
a) Finn likninga for tangentplanet til flata z = f(z,y) 1 punktet (z,y) = (0,0).

b) Finn og klassifiser eventuelle kritiske punkt til f.

SVAR:
a) Tangentplanet:
z=0
b) Kritisk punkt:
(z,y) = (0,0)

Klassifisering:
A = f:m:(ouo) = 27 O = fyy(ovo) = _27 B = fw(OaO) - ]'
Origo er eit sadelpunkt fordi —4 = AC < B? = 1.



