Eksamen i emnet MAT111(M100) - Grunnkurs i matematikk I
Onsdag 19. mai 2004, k1. 09-13(15)
LOYSINGSFORSLAG

OPPGAVE 1:

Finn dei deriverte til

0 1@ = [ ) @) =
cos(x) ’ ‘

SVAR:

d sin(x) T

a) o sin™!(u)du = x cos(x) + sin~* (cos(z)) sin(x) = x cos(x) + (5 — x)sin(x).

cos(z)

I den siste omforminga ma vi anta at 0 < x < /2, for a sikre at vi er pa verdimengda til

sin™!.

b) f(2) = Fla)-m((n(@))?) = 202 In(z) = O In(a?).

dx T
OPPGAVE 2:

Rekn ut dei ubestemte integrala

3 /Cosl(ln(x)) &, b / 120-5

x 622 — 5x + 1
SVAR:
a) La v = In(z) s.a. du = dz/x:

/Mdaz: /cos_l(u))duz

X

ucos (u) + / \/1u_7u2du =wucos H(u) —V1—u2+C =

In(z) cos™!(In(z)) — /1 — (In(z))? + C.

b) Delbrgkoppspalting gir:

120-5 2 N 3
622 —5xr+1 220—1 3zx—1

Integrerer og far:
122 — 5 2 3
/x—dx:/( + Ydr = In |62* — 5z + 1| + C.

622 —5x +1 2r—1 3z —1

(NB: Substitusjonen u = 62? — 5z + 1 fgrer fram minst like lett.)
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OPPGAVE 3:
Finn volumet av omdreiingslekamen som er danna ved a rotere omradet avgrensa av y = 0,
y=+/4—(x—3)2% =2, og x =4 om z-aksen.
SVAR:
a) Volumet er gitt ved:

V:ﬁ/:f(a:)de:w/:(éL— (z — 3)*)dx = =~

OPPGAVE 4:

a) Laa; =0 o0g api1 =4+ 3a, (n=1,2,...). Vis at sekvensen {a,} veks monotont og
er avgrensa.

b) Forklar kvifor sekvensen er konvergent, og finn grenseverdien lim,, ., a,,.

SVAR:

a) Vi ser monotonisitet ved induksjon: 1) as = 2 > 0 = ay. 2) Anta at apy1 > ax,

k > 1. Far at agro = /4 + 3ag1 > V4 + 3a, = ag1. 1)+2)+matematisk induksjon gir

at a,y1 > a, forn =1,2,..., som vi skulle vise.

Viser tilsvarande at sekvensen er avgrensa: 1) a; = 0 < 20 (prover med K = 20 som

ei "tilfeldig” valgt gvre grense for sekvensen). 2) Anta a; < 20, kK > 1. Far at azyq =
44 3ar > V4+3-20 = 8 < 20. 1)+2)+matematisk induksjon gir at a, < 20 for

n=1,2,..., som viser at sekvensen har ei gvre grense.

b) Vi har at monotont veksande sekvensar som har ei gvre grense alltid er konvergente
(reformulering av komplettheitsaksiomet for reelle tal). Det folger dermed at

L = lim a, = lim a,.; = lim v4 + 3a, = V4 + 3L.

n—oo

Dette gir ei 2.gradslikning for L,
L?—3L—4=0

som har rgtter L = —1 og L = 4. Vi ma velge den positive rota sidan sekvensen er positiv,
og far dermed:
lim a, = 4.
OPPGAVE 5:

Avgjer om fglgjande rekker konvergerer:




SVAR:

a) Dette er ei p-rekke med p = 7 =~ 3.14 > 1. Rekka er dermed konvergent.

b) Bruker grensesamanlikningstest med rekka i a):

n 2420 —n? 2
lima—:lim\/n2—|—2n—n:lim nmronon :lim—nzl,

n—oo b,  n—oo n—o0\/n2+2n+n Vn24+2n+n

som viser at rekka konvergerer.

OPPGAVE 6:
a) Vis at Taylor-rekka til In(z) om x = 1 er gitt som:

(=) (- 1)
S CEti

n
n=1

b) For kva verdiar av x konvergerer rekka i a) absolutt eller betinga, og for kva z-verdiar
divergerer rekka?

c) Vis at rekka i a) konvergerer mot In(z) nar 1/2 < z < 2. (Hint: Studer restleddet til
rekka.)

SVAR:
a)
f(z) = In(z) f(1)=0,
flx)=1/z [ =1,
f'(x) = —1/? (1) = -1,

() = 2/ (1) = 2,
@) = ()" =Dtz (1) = (=1 (n — 1)),

Dette innsatt i formelen for Taylor-rekka gir:

n! n 2 3

n=1

b) La a, = (—1)""!(x — 1)"/n. Forholdstesten gir at

ngglgo%Z\x—1|,
som viser at rekka konvergerer absolutt nar |z — 1| < 1 dvs. for x i intervallet (0,2). For
x = 2 har vi ei konvergent alternerande rekke, dvs. rekka konvergerer betinga for x = 2
(men ikkje absolutt konvergens fordi |a,| = 1/n nar z = 2). For = 0 er alle ledda negative
og rekka oppferer seg som den harmoniske rekka, dvs. rekka diveregerer for x = 0. For

|z — 1| > 1 vil |a,| — oo nar n — oo, og rekka divergerer.
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c¢) Rest-leddet til Taylor-polynomet av n-te grad til In(z) om x = 1 er gitt ved

ntl o — 1)t
Bt = T gy - LS

kor X er i intervallet mellom 1 og x.
Foril<z<2erl<X<2o0g|z—1|/|X|<|z—-1] <1.

For1/2<z<lerl/2<X <logl|z—1|/|X|<2/z—-1 <1

Utifra dette konkluderer vi at |E,(z)] — 0 nar 1/2 < z < 2, og Taylor-rekka konvergerer
difor mot In(z) i dette intervallet. (Vha. kompleks funksjonsteori kan vi vise at rekka
konvergerer mot In(z) for 0 < z < 2.)

OPPGAVE T:
Lgys initialverdiproblema
) gy = et y(0)=10
b) (1 +$2)3—z = (1+4%), y(0)=1.
SVAR:

a) Dette er ei 1. ordens lineer likning med integrerande faktor e~%:

d
dt
Initialkravet gir y(0) = C' = 10. Dvs.:
y(t) = (t + 10)e™.
b) Dette er ei separabel differensiallikning:
(1+a%)3 = (1+y?)

4
dy dx

1+y2:1+x2
(8

(e y) =1 yt) = (t +C)e*.

tan~!(y) = tan"!(z) + C.

Initialkravet gir:

tan (1) = tan 1 (0) + C = C = %,
og vi far:
T 1+
= tan(tan™' —) = :
(@) = tan(tan~ (2) + 7) =
(I siste steget har vi brukt at
t tant
tan(s + ) = an s + tan )

1 —tanstant’



OPPGAVE 8:

Vis at kurvene gitt ved
2

x2+% = Cy og y' = Cya?,

kor 'y og C5 begge er positive konstantar, vil skjere ein annan ortogonalt.

SVAR.:
Implisitt derivasjon gir
dy 2x
2 '=0= (") =——
T +yy () .
og
dy Cox  Cha’y Y
diy’ = 2050 = (52)y = — = = =.
vy 2t (dx)2 23 2utx 2x
Det folgjer at
dy,  dy
ZIN(ZDY, =
(da:)1<d:c)2 ’

som viser at kurvene vil skjere ein annan ortogonalt (kurvene vil opplagt skjere ein annan
sidan den fgrste kurvefamilien representerer ellipser med sentrum i origo, og den andre
representerer parabler som gar gjennom origo).
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OPPGAVE 9:

La

z71=1414, 20=—1+1.
a) Rekn ut z; + 29, 21 - 29 0g 21/ 29.
b) Skriv z; pa polar form og rekn ut z{.

c¢) Finn alle dei komplekse lgysingane til likninga
L2420 41=0.

SVAR:
Zl+22:2i, 21'22:—2, Zl/Zgzl—i.
2= V2e5, 2= (V2eT) = 2e = —2.

3 - 51 ST

B2 1= 412 =022 = -1 = 2 =61 7T &7 7,




OPPGAVE 10:
Lgys initialverdiproblemet:
2 dy

3
ST 33 y(0) =2
v =Y . y(0)

SVAR:
Likninga er separabel og vi far:
?% =deveshn(*-3)=2+C <

y® — 3 =Cexp(3r) & y(x) = {/Cexp(3z) + 3.

y(0) =2 VC+3=2sC=5.
OPPGAVE 11:

Initialkravet gir

La
fla,y) =a® —y* + zy
a) Finn likninga for tangentplanet til flata z = f(z,y) i punktet (z,y) = (0,0).

b) Finn og klassifiser eventuelle kritiske punkt til f.

SVAR:
a) Tangentplanet:
z=0
b) Kritisk punkt:
(z,9) = (0,0)

Klassifisering:
A= fxa:(oa()) =2, C= fyy(oao) = -2, B = fwy(O’O) =1
Origo er eit sadelpunkt fordi —4 = AC < B? = 1.



