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Oppgave 1
Gitt funksjonen f(x) = ln(%2 — 3z +5)

a) Finn eventuelle nullpunkt til f. Avgjor hvor [ er voksende og hvor den er

avtagende og finn eventuelle ekstremalpunkt.
Svar: Merk: %2—3x+5 = 2((x—3)?41) > 0 for alle z. Dvs f er veldefinert

for alle z.
f(x)zOfor%2—3x+5:1<:>x:2ellerx:4
f(x) = ﬁ‘:?’%. [ avtagende for f’(z) < 0; og siden nevneren alltid er

positiv skjer det for x < 3. Tilsvarende f voksende for f'(z) > 0; z > 3.
f har absolutt (globalt) minimumspunkt (3, —In2).

b) Finn likningen for normalen til grafen til f i punktet (1, f(1)).
Svar: f(1) = In(5/2), f'(1) = —4/5. Stigningstallet til normalen er a =
—1/f'(1) = 5/4. Innsatt i etpunktsformelen for en rett linje far vi at
likningen til normalen blir:

y=>5/4(x —1)+1In(5/2)

c) Finn f"(z), bestem konkavitet og eventuelle vendepunkt.
Svar: Deriverer, faktoriserer og far:
—1(z —2)(z—4)
(@) = )
Siden nevner er positiv har vi f”(x) < 0 og f konkav ned for x < 2 og

x >4, mens f’(x) <0 og f konkav opp for 2 < z < 4. f har vendepunkt
for x =2 og x = 4.

d) Skisser grafen til f.
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Oppgave 2

Bestem disse grenseverdiene

, 1 2 . ox—1 _ (x—1) 1
a) lim - = lim —— = lim =1 =
e—l\z—1 22-1 e-122 —1 2=l (z—1)(z+1) =2=1241
b) Ubestemt form av typen [0/0]. Bruker L’Hopitals 1. regel.
.oet—1 ) g” 1
lim = lim = ——
t—0 22 — 2x  1—02x — 2 2
c) 0° - type. La y = (sinz)® og se pa
(s
lim Iny = lim Insinz® = lim n(sin x)’
xr—0+ r—0+ r—0+ 1/[[‘
som er [g] og tillater bruk av I'Hopitals 1. regel.
. . Insinz - , r?cosx _ 2z cos ¥ — z?sinx
lim Iny = lim = lim = = lim —— = lim —
z—0+ =0+ 1/x e—0+ ——  @—0+  sinz 2—0+ cos T
Dvs
. o . . xr O _
xlg(I)ler = xlg&(sm )t =e =1.
Oppgave 3

a) Regn ut integralene

dx

0 /x3+$2—5x—15

Svar: Polynomdivisjon gir

2 -9

15

/a:3+x2—5x—
x2 -9

Bruker delbrgkoppspalting
4x — 6 A

B

dx:/(x+1—|—

dp —
v S)dw

xr2 —

(A+ B)z — 3(A— B)

2-90 243 z-3

2 -9

Sammenligning av koeffisientene gir likningene:

A+ B

_3(A- B)

= 4
— —6

som har lgsningen A = 3; B = 1. Dermed har vi:

r+3 x-—3

3 1
/(x+1+ + )d:c:%+x+31n\x+3\+ln|x—3|+0

2

=0



r+1 d / x dr + / 1 d
——dr = | —=dx ——dx
V1—2a? V1—2a? V1—2?
Den siste integranden kjenner vi igjen som den deriverte til sin™" . For

den fgrste prgver vi substitusjonen u = 1 —2?%; = —du/2 = xdr og dermed
har vi

2)

1

x du
——dr = | ———= = —Vu=—V1—2a?
/ V1 — 22 / 2v/u vu
Som gir oss:

z+1
—  dr=—-V1—-224sintz+C
V1—22

b) Avgjor om det uegentlige integralet

[

1 2 —1Inzx

konvergerer eller divergerer.

Svar: Her ma strategien veere a sammenligne med en enklere integrand
(Theorem 3, kap 6). Flere muligheter eksisterer. Vi vil bruke at /2 > Inx
for # > 1. (Det ser vi slik: h(z) = /2 — Inz har minverdi 1 —In2 > 0
for z = 2). For z > 1 har vi da: 0 < 2% — /2 < 22 — Inz og folgelig
0< ijlnx < 12711/2’

Siden integranden er positiv i hele integrasjonsomradet har vi:

> 1 o 1
0< —dzr < ]
/1 22 _Ing " /1 2?2 —x/2 *

— / ( — —) dx delbrgksoppspalting
1 x

20 —1
20 — 1|~
= 2In(2z —1) —2Inz|® = 2In °
1
20 —1
— 2(lm Y7 Inl)=2In2
T—00 €T

som viser at dette uegentlige integralet konvergerer.

Oppgave 4
Lgs differensiallikningene
a)
y' + (sinz)y = sin x; y(0)=0

Svar: Denne diff. likningen kan lgses bade som separabel likning og linear
1. ordens.



i) Som separabel likning:
Skriv likningen slik

og integrer begge sider m.h.p z

[15= 7%= ]
= | —2— = | sinxdx
-y -y

enkel integrasjon gir

—In|l —y|=—cosz+C

Innsatt for y(0) = 0 gir C=1, og vi har

‘1 _ y‘ — 6cosa:—l
Da har vi 2 kandidater til lgsningen
= 1— elfcosx Yy = 14 617cosx

Ved innsetting ser vi at bare y; tilfredstiller den opprinnelige likningen.

ii) Som 1.ordens lineser likning:
Vi trenger integrerende faktor e#®), der u(z) = [sinzdr = —cosz. Mul-
tipliserer med integrerende faktor og far:

y' + (sinz)y = sinx

e* COSIy/ + (Sin x)ei COSIy — Sin xe* Ccos T
i(e—coszry) —  gin e o5
dx

e Pty = /sinxew”dx

y — 6COSI(67COSI _"_ C)

Integralet pa hgyreside handteres lett med substitusjonen u = —cosuz.
y(0) =0 gir C = —e !, som gir oss



Svar:
1. ordens lineger likning. Integrerende faktor

_ _ —2
ef( 2/x)dr _ e 2Inz _ eln;r _

Multipliserer med denne og far:

1, 2 2lnz —1
2w T T

d 1 B 2Inx 1
dz ny g8 3

1 2lnzx 1
=Y = / = dw—/;dw

1 1 1 1
1
=Y = —ﬁlnx—i-C'

y = —Inz+ C2?

Her har vi brukt delvis integrasjon pa det fgrste integralet, og blitt belgnnet
med flaks. Som vi ser, det nye integralet som dukker opp kanselerer det
som er der fra for. Initalverdiene gir C' = 1/8 og svaret blir

1'2

=] =
Y nx -+ 3

Oppgave 5

Bare de elementaere regneoperasjonene, addisjon, subtraksjon, multiplikasjon og
divisjon blir beregnet direkte av datamaskinen. For mer avanserte regneop-
erasjoner som utregning av kvadratrgtter trengs algoritmer som kun gjgr bruk av
de elementaere operasjonene.

Den vanlige metoden som brukes for a finne kvadratroten til et positivt tall, a,
er a finne den positive roten til likningen

(1) fla)=2"~a=0
ved Newtons metode. I denne oppgaven skal vi studere hvordan dette kan gjgres:

a) Vis at Newtons metode brukt pa (1) gir folgen

2) Tl = % (xn + i)

T

b}



Svar: Newtons metode er gitt ved z,,+1 = x,— f(x,)/f (x,) og med f'(z) =
2x har vi:

a:?l—a xn+ a a:n+ a 1 N a
Ty, =Tn — =Tn — — 5 = 5 — == | Tn -
+ 2%, 2 2z, 2 2z, 2

b) Definer feilen i steg n ved e, = x, —+/a og vis at

2
en

(& 1= —
T o,
Vis sa at om x, > \/a vil \/a < x,11 < x,. Hvorfor kan du na konkludere
med at metoden konvergerer om vi starter med xq > \/a?
Svar:

2 Ty 2x, 2x,

1 a 122 —2x,v/a+a Ty —\Ja)? e?
€n+1=xn+1—\/5:§($n+_)_\/a= n ny/a —(” va) — _n

Med z,, > v/a > 0 har vi 0 < e,, = z,, — v/a < x,, som gir

0o — e2 _en(xn—\/a)<ena:n_en
| = — _on
T o, 2y, 2, 2

og med g > +/a folger der ved induksjon at 0 < e, 1 < e, for alle n > 0.
Dermed er fglgen nedad begrenset og monotont avtagende og da vet vi at
den konvergerer.

c) For konvergens ma vi ha en startverdi som tilfredstiller xo > \/a.
La g(t) = V/t, og la Pi(t) veere 1. ordens, Taylor-polynom for g(t) om 1.
Vis at da vil xy = Py(a) tilfredsstille dette kravet for alle a > 0. (Hint:

Studer feilleddet til P;)
Svar: Feilleddet til 1. ordens, Taylor-polynom for g(t) om t = 1 er gitt ved:

Bi(t) = g(t) - Pu(t) = L) ¢ 1y

Vihar ¢"(s) = —1s7%2 < 0 for alle s > 0. Altsd er Ey(t) < 0 som medfgrer
Pi(t) > g(t).
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