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Matematisk institutt L(z)snlngstorslag

Fksamen 1 MAT111 - Grunnkurs 1 Matematikk [
Onsdag 23. mai, 2007, kl. 09-14.

Oppgave 1
Gitt funksjonen

ro={1 07

a) Vis at f(z) er kontinuerlig for x = 0.
Svar:
. . sinx 1 . sinx . 1
lim f(z) = lim = lim lim
20 z—0 x cosx =—0 = 2—0COST
som viser at f(z) tilfredstiller Def 4, side 77.

b) Finn et uttrykk for f'(x). Eksisterer f'(0)?¢
Svar: For z # 0 har vi:

=1=f(0)

) = —5- —tanxw _ z—sinzcosw

2 z? cos? x

f'(0) eksisterer om lim,_.q f’(z) eksisterer. Denne grenseverdien er av ” [3]-
typen”. Bruker 'Hopitals-regel 2 ganger.

1 —cos?x +sin’zx

lim f'(z) = lim 5 o
z—0 z—0 22 cOS? ¥ + 2x% Sin x cos &
. 2sin? z
= lim 5 5
x—0 22 cos® x + x* sin 2x
4sinxcoszx

m - -
z—0 2 cos?x + 4sinx cos x + 2x sin 2z + 222 cos 2x

0
= —:0
2

Underveis har vi brukt sin?z + cos® = 1 og 2sinxzcosz = sin2x for &
forenkle uttrykk.

c) Finn likningen for tangenten til f~(y) @ punktet (y, f~*(y)) = (4/m,7/4).
Svar: Stigningstallet til tangent er:

d =0 1 (m/4)% cos?(m /4) 2
a = — = == =
dy’ M| T @y /A sin(w/4) cos(n/4)  8x% - 16
og etpunkts formelen gir:
2 w2 —4r
=




Oppgave 2

Finn disse grenseverdiene

1 —si 3 2
a) lm L7 b)lim(f _f)
X

z—m/2 COSZT T—00

Svar:

a) 7 [8]-typen”. Bruker I'Hopitals-regel:

. 1—sinz —COST
lim —— = lim - =0
x—7/2  COST z—m/2 —Sin X
b) 7[oo — oo] typen”. Omformer uttrykket
3 2 3 _ 2 2 -9
TN (A B VR e ) S e B
z—oo \ 22 —4 1 —2 T—00 2 —4 z—oo | — 4 /x?
Oppgave 3

Gitt f(z) = e

a) Finn Py(z), Taylor polynom av grad 2 og tilhorende feilledd til f(x) om x = 0.

Svar: .
flz)=e" f0)=1
f(x) = —2we™™ £1(0) =0
fl@) = (-2 +4a%)e™  f"(0) = 2
f"(x) = (122 — 8353)6*5"2 F(0) =0
som gir: 2
Py(x) = f(0) +x * f'(0) + %f”(o) 1 g2

med feilledd )
(6s — 2s3)e™*

Ey(z) = 3

7% s € int(0, x)

b) Finn en tilnerming til fol f(x)dz ved a regne ut fol Py(z)dz
Svar:
' ' z? 2
/Pz(x)dCU:/l—xde:(x——) I
0 0 37, 3

c) Feilen i tilnermingen, \fol f(z)dx — fol Py(x)dz| er omlag 0.08. Hvor liten
ma delintervall lengden, h, vere for at vi skal fa en bedre tilnerming til



fol f(z)dz ved a benytte Trapesregelen?
Svar: Feilen i trapesregelen oppad begrenset ved:

K —a)?
Er< —
T=" 122
der [a,b] er integrasjonsgrensene, K = maxX,cps |f"(z)| og n antall delin-

tervaller. Siden f”(x) > 0 pa (0,1) tar f”(x) sine ekstremalverdier i en-

depunktene. K = max(|f(0)],|f(1)]) = max(2,2¢"!) = 2. Dermed har
vi:

2(1—0)°

— 7 < 0.08
2n? -

1

2
> -
"= 048
n > 2

M.a.o. Har vi minst 2 delintervall blir feilen mindre enn 0.08

Oppgave 4

a) Regn ut integralene

w/2 1 -1
1) / (1 + 3sin )2 cos Hdf 2) / an dx
B x
Svar:
1) Substitusjonen u = 1+ 3sin @ gir cos0df = du/3 og =0 = u =1,
0 =7/2= u=4som gir:
2

/2 1 4
/ (1+3sin6)*2 cosfdh = = / Ay = ——u®?
0 3 1 3 ‘ 5

62
.15

2) Delvis integrasjon

Inzr—1 —1 1 Inz—-1 1 1
/ nr dr = (Inz—1)—+ __nr ———|—C:—H+C
x x

2 T 2 T

b) Auvgjor om det uegentlige integralet

<]
/ Inz
1 X

konvergerer eller divergerer. Om det konvergerer, finn verdien det kon-
vergerer mot.
Svar: Vi prgver a regne ut integralet. Delvis integrasjon gir:

1 1
/ T g = (In2)?|° — / ey
1T 1T



Altsa er:

0 2@ 2
/ ln—xdx = lim Lnx) = lim 7(111 %)
1

T a—oo 2 a—oo 2

Dvs. Integralet divergerer.

Oppgave 5

Finn likningen for tangenten til kurven
rsiny +ysinz = %(1 +2)

gjennom punktet (3, 7).
Svar: Deriverer implisitt:

siny +xcosyy +vy'sinz+ycoszx = 0
, siny + y cosx

4= T Ccosy +sinx
,(7T) sin § + 7 cos § 2v/2
Yy = Tz T T

2 5 COS T + sin 5 V2 44

og setter inn i etpunktsformelen:

2v/2

z (z - 5)
JR— — _— (. — —
Y73 V2r + 4 2
2\/5 ™ \/57?
y = —F— 2T+ -+ ———
V2or 4+ 4 4 \2r+4

Oppgave 6
Lgs initialverdiproblemene

a)

2
zy =2y + 2° cos ; y <g> = (g)

Svar: Enkel omskriving viser at dette er 1.ordens linear likning.

2
y — Zy=2a%cosx
x



Multipliserer med integrerende faktor: e~/ 2/#dr — =2z — oo™ _ L.
Da har vi:

vy 2y

T3 = cosw

(=)
= = COSx
x2>

/(%)/dac = /cosacdx

Yy - sinz + C

7\ 2
G _ 1+C;  C=0

(3)°

y = 2°sinz
b)
ty —
y=—t>0 y)=1
Svar: Separabel likning:
J = Py —y
t
y -1
Y N t

—
<
<l
~
I
—
e
-
—_
QU
~

dy 1
Y - /(t— Dy

t
Iny = §—lnt+C’
t2
Inty = §+C
2 2
ty = ezt% =Cler

(Om vi skriver likningen: 3’ + (3 —t)y = 0, har vi en 1. ordens lin. likning, og
kan bruke samme teknikk som i a))



Oppgave 7

Et rykte om Gardia @ drikkevannet til Bergen by sprer seq. FEtter en uke har
10000 hort ryktet. Anta at raten ryktet sprer seg med er proporsjonal med antall
menneske som enna ikke har hgrt ryktet.

Sett opp en differensiallikning som modellerer problemet. Lgs denne og finn
hvor mange menneske som kjenner ryktet etter 5 uker, nar vi antar at folke-
mengden 1 Bergen er 250000.

Svar: La y veere antallet som har hgrt ryktet og a veere spredningsraten. Da

har vi:
y' = a(250000 — y)

[ tillegg setter vi y(0) = 0 og har oppgitt (1) = 10000.
Likningen er en enkel separabel likning som Igses lett

y(t) = Cre”™ + 250000
y(0) = 0 gir C; = —250000 og y(1) = 10000 gir a = —In(24/25) som gir oss:

y(£) = 250000(1 — (Z—i)t)

etter 5 uker .
24
y(5) = 250000(1 — (2—5) ) = 46157
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