Lgsningsforslag eksamen MAT111 — Grunnkurs i
Matematikk I — hgsten 2008

OPPGAVE 1
(a) Jw| = V12 + 12 = V2 og dersom 6 = arg z, da er tand = = 1, slik at vi kan

ta 0 = %. Dermed er

w = \/ﬁ(cosg —i—isin%)

eller

Dermed er
wt = \/§4<cos (4%) + 7 sin (4~ %)) = 4(cos7r+isin7r) = —4.

(b)
442  (4+2)(B3+14) 12+4i+6i42* 10+ 10i

3—i  (3—9)(3+i) 9 — g2 9+1
(c) Har

=1+

HA=—1= <cos7r+isin7r)

Dermed er de tre lgsningene

T .7 1 V3
21 = <COS§—|—zsm§>—§—|—27.

T+2r .. w427
29 = <cos + 2s1n )

T+4r .. w+4n St . . 5w 1 V3
29 = (cos “+ 281n )z(cos—%—@sm—):——z—.
3 3 3 3 2

OPPGAVE 2
(a) La

(2) = Inz — =

r):=1nnr — —.

g xXr

Da er g kontinuerlig pa [1,e] med g(1) = —1 < 0 og g(e) = 1—1 > 0. Dermed
ma det ved Skjeringssetningen finnes en ¢ € [1,¢e] som er slik at g(c) = 0,

dvs. slik at
1
Inc=-.
c
Derfor er ¢ € [1,¢] en lgsning pa ligningen Inx = %
1



(b) Nei, ligningen kan ikke ha mer enn den ene lgsningen.

Begrunnelse: Siden
, 1 1
g'(x) = T2
er g'(x) > 0 pa[l,e], slik at g er voksende pa [1,e]. Dermed er g(z) < g(c) =0
for alle z < ¢ og g(x) > g(c) = 0 for alle x > ¢, slik at ¢ er eneste nullpunkt
til g pa [1, ¢] og folgelig eneste lgsning pa ligningen Inx = 2

T

OPPGAVE 3
(a) Vi har at

lim sin2z = lim (e — 1) =0,

z—0t+ z—0t
d
—(*—=1)=¢e"#0
L —n=e 20,
0og
d -
2 sin 2x 2 2 2
lim 22— gy 25O 2 g
z—0t %(690 — 1) z—0t er e

Alle betingelsene for a bruke L’Hopital er dermed oppfylt og

. d -
sin 2z . 75 Sin 2z

z—0t e® — 1 z—0F —(ex — 1)
dx

(b) Har at

‘ln(x—l—l)cos <1>’ = ‘ln($+1)Hcos <§>‘ < ‘ln(m—l—l))

T
slik at

—‘1n(x+1)’ <In(x + 1) cos (i) < ‘ln(qul)’.

Siden lim, ¢ In(z + 1) = 0, gir Skviseteoremet at

lim In(x + 1) cos <1> = 0.
z—0 x
(c) Gitt € > 0. La § := min{1, £}.
Dersom 0 < |z —3| < 6, vil spesielt |z —3| < 1, som medfgrer at |z +3| < 7.
Dermed, siden ogsa |z — 3| < £, far vi:
€

7

|22 =9 = |z + 3|z —3| < Tz 3| <7 2 =

OPPGAVE 4
(a) Sett u :=e”. Da er du = e”dx, slik at
d
S =sin"tu+ C =sin"'e” + C.

ex
—— dx
/\/1—62”” V1—u?



(b) Faktoriserer nevner og bruker delbrgksoppspalting:
3r+1 3r+1 A B
= = , for B,C € R.
22 —4x+3  (x—1)(x—3) IB—1+IB—3 o
ganger vi med (z — 1)(z — 3) far vi:

3r+1=A(x—3)+ B(x —1)

dvs.
3r+1=(A+ B)x— (3A+ B)

som gir ligningene A + B = 3 og 3A + B = —1. Herfra far vi A = -2 og
B =5, slik at
3r +1 =2 n 5
(r—1D(x—-3) z—-1 2-3

Dermed far vi:

3r+1 —2 5 1 1
L P ( )d :—2/ d 5/ d
/x2—4x+3 v / 1:—1+a:—3 . x—1 T x—3 *

|z — 3P

(x—1)*

= 2ln|z—1+5njz—3|=In

(Begge de to siste svarene er like gode.)

(c) Snittpunktene mellom sirkelen 2% +1? = 2 og linjen y = x far vi der 22+ 122 =
2, dvs. der 222 = 2, dvs. 2% = 1, dvs. x = 1. Snittpunktet i forste
kvadrant er derfor (1,1). Omradet som skal roteres ligger over y = x og
under y = /2 — 22, slik at volumet V' er da

V = 27?/01m<\/W—x> dx:%r[_%@_x?)‘;’_%ﬁ};
_ 277(—%—%4—%-23—1—0)—27T-%(23—2)
- %7(2@—2):%#(\/5—1)-

(ved sylinderskallmetoden om y-aksen).

OPPGAVE 5
La f(z) =Inz.
(a) Vil bruke induksjon til a vise at
() o) =0
x
= (_;—)100!, stemmer (x) for n = 1.

) stemmer for n =k, der k > 1, dvs. at

f(k)(l’) _ (_1>k_1<k _ 1)'

xk

for allen > 1.

Siden f'(z) =
Anta na at (

8] =

*




Da er
fED @) = [f“ﬂ(x)}' = [t - 1)!m_k]/ — (1) — 1) [I—k]
= (D= () = GO = D () ke

— (_1)k—1 . (_1) . (k . 1)[ k- iL'_k_l _ (_1)k i a:_k_l _ (_1)’9]{;!’

xrk+1

som er formel (x) for n = k+1. Vi har dermed vist at (*) holder for n = k+1
dersom (*) holder for n = k.
Derfor holder (x) for alle n > 1.
(b) Taylorpolynomet P,(z) av grad (orden) n for f om x =1 er gitt ved

L)) : "G ,
P = Y01y =3 P06 -y

=1 Jt
S
- >y
B Z_ oo (:z;—21)2 N (x—31)3 . (a:—41)4 RS

(begge de to siste linjene er like gode svar), hvor vi har brukt formelen fra (a)
og at (j — DY/j! = 1/,

(c)
m2 = fQ) =P =Y <‘1j)j_1<2_1y
- Z(_lj)]l :1——+—:g

Absoluttverdien til feilen i denne tilneermingen er gitt ved

fW(s) 4 (=1)33ls 1 1
EQZ‘ 2—1‘:‘— B
|E5(2) 4! ( ) 4! S

for en s € (1,2) (hvor vi igjen har brukt formelen fra (a)). Siden funksjonen
o er avtagende for s € (1,2), far vi at

1 1
E3(2)| = — < -.
Bs)] = 15 < 5



()

(b)

Vi har at

21
ln2:ln2—ln1:/ —.
1 x

La g(z) = 1. Har at ¢ (z) = fO)(2) = ;—é = 22 ved (a), og siden dette er en
@ (z)| < 22 =24 pa [1,2]. Feilen ved
e me

)
tllnaermlngen S, av fl ~ ved Simpsons metode med n delintervaller er derfor

1 xr

avtagende funkSJon pa [1 2], har vi at |g

2421 24 2

180n*  180n*  15m*’

Siden
2

15n4
holder det a velge n = 4 (siden n ma veere et partall).
Tilnsermingen er da:

Sy = 1 (9(1) + 4g(§

6 7
: D) +29(7) +49(7) +9(2))
1 4 4 4 1 1747
= 1+4-—4+2-—+4-= =
It g2 gt 24g) = o

2

OPPGAVE 6

Differensialligningen
d

a = fveos ()
er separabel og har den konstante lgsningen y(¢) = 0 (som vi egentlig kan se
bort fra). Separerer vi og integrerer (og bruker at y(t) > 0) far vi

c:ly_y = /kcos(%t)

Iny = %sm<g>+0

™

6k ;
y = e?sm(%t)JrC
y = eCe%sin(%t)

Setter vi inn initialbetingelsen far vi
Yo = y(O) — 60+C — eC

og dermed har vi
6k sin(Z¢t)

y(t) = yoe = "%
Vi har at yo = 10° og

6k 6k

2.10% = y(3) = 105 - ¢ 5(F) = 100 . &%
slik at e = 2



Siden sin(%’r) svinger mellom 1 og —1, vil antall edderkopper svinge mellom

maksimalverdi ype = og minimalverdi

6k 1 1 1
- s p— ¢ p— ¢« — = — . 106.
Yoe Yo e(): Yo 5 5

Det vil derfor alltid veere minst en halv million edderkopper pa gya.

OPPGAVE 7
Ved sekantsetningen finnes det en ¢ € (8, 10) slik at

oy JA0)—f(8)  4-3 1
fl="F"% ~10-s 2

Da vil
1

I (f(C))ZWZQ,

ved egenskapen til den deriverte av en invers funksjon, slik at grafen til f~! har en
tangentlinje med stigning lik 2 i punktet f(c).

Andreas Leopold Knutsen



