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Oppgave 1
Gitt funksjonen f(x) = 23e™®
a) Finn eventuelle nullpunkt til f. Avgjor hvor f er voksende og

hvor den er avtakende og finn eventuelle ekstremalpunkt.

3,—x

Ligningen f(z) = 2°e~® = 0 gir oss et nullpunkt = = 0.

fl(x) =3 + 2’ (—e ") = 2*(3 —x)e ™™

f/=0 hvis z=0 eller =3

Forste deriverte f' > 0 for x € (—o0,0) U (0,3) og f' < 0 for
x € (3,00). Funksjonen f er voksende pa (—o0, 3) og avtakende
pa (3,00). f har absolut (globalt) maksimum i punkt z = 3.
Punkt x = 0 er ikke ekstremalpunkt.

b) Finn f"(x), bestem konkavitet og eventuelle vendepunkt.

f"(z) = (6x — 3%)e ™ + (32° — 2°)(—e ") = (2* — 62° + 62)e "

f"=0 hvis =0 eller 2=3—v3 ellr z=3+3

Annenderiverte f” > 0 og funksjonen f er konveks for z €
(0,3 —V3)U (34 v3,00). f” < 0 og f er konkav for x €
(—00,0) U (3 — v/3,3 + v/3). Det finnes tre punkter z = 0,
x:3—\/§ogx:3+\/§.

c) Finn asymptoter til f. Skisser grafen til f.

Funksjon f(x) har en asymptote y = 0 for z — co.
1



La oss oppsummere resultater fra punkter a) og b) i tabellen.
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FIGURE 1. Markerte punkter har koordinater (0, 0), (3—

V3, f(3—+3)), (3, f(3)) og (3+ V3, f(3+V3)).

Oppgave 2

Regn ut folgende grenseverdier

In(1 —
a) lim (VS + 323 — 2°), b) lim n(lte) -z

00 z—0 sin(az2)

a)

VT — ) (VI T3 4 2)
lim (V25 + 323—23) = [oo—o0] = lim (
:c—>oo( ) [ ] T—00 (1 /16 + 33 + 513'3)

i 2% +32% — 2% lim 3 3

(V2 + 323 + 23) DHOO(\/@_FU 2




b) 1
lim ln(l‘—l—x)—a: _ |0 _ e — 1
=0 sin(x?) 0| =2—0cos(x?) 2z
1-1—x
OO s SR |
2—0 cos(x?) - 2z 2—0 2(1 + x) cos(x?) 2

hvor vi har brukt L’Hopitals regel.

Oppgave 3

La f(x) = V.

a) Bestem Taylorpolynomet Py(x) av 2. grad (kvadratisk approksi-
masjon) til f(x) i punktet x = 4.

) = L1 gy = 2 (1 gz = L e
Fla) =g o) =g (—g ) =g
I punktet x = 4 har vi
/ _1 " o 1
/4 /4
Pg(x):f(4)+f1(!)(:v—4)+f2(!)(3:— )2—2+i( —4)—6—14(31:—4)2

b) La Es(x) vere restleddet til tilnermelsen Py(x) funnet over. Gi
et uttrykk for Eq(x).

Eo(w) = T o -y,

hvor s er et punkt som ligger mellom 4 og x;
1 3 3
f”’(x) — _Z (_§> x—5/2 — §x75/2

c) Benytt Py(z) til a regne ut en tilnarmet verdi for f(5). Benytt
uttrykket for Ey(x) til a estimere feilen i denne tilnermelsen.

1 1 1 1 15
~P(5)=24+-(5—4)——(5—4)2 =24+ - — — =2—— ~ 22344
1(5) = P(5) +4(5 )64(5 ) I e ‘6 3
1/// 3
E, = ﬁf (s)(b—4)°, hvor 4<s<H5.
Fordi
3 3

§5—5/2 < f"(s) < §4_5/2’ for 4<s<b



far vi at
13 1 13 1
<

sa5r = 0O = g5pm

Vi regner ut grenser for feilen i x = 5 gitt ved
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0.0011 ~
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< By (H) < — =~ 0.0020
o0vs = ) =55

Oppgave 4
a) Regn ut folgende integral

i) / (e i) / 46,
(z2 4+ 1) arctan z’ x3 + 5x? + 6z

i) Vi infgrer en ny variabel § = arctanz, df =

dx
1+ac2

/ 5 do _ [P =In|f| +C = In|arctanz| + C
(x2+1

) arctan x 0

ii) Vi vil bruke delbrgksoppspaltning. Nevneren er faktorisert
i irredusible polynomer

2® 4+ 522 + 62 = x(2® + 5z + 6) = x(z + 2)(x + 3).
Vi vil derfor skrive var rasjonale funksjon pa formen

22+ 6 A B C

3+ 522 +6r 7 +x+2+x+3
Vi sammenligner koeffisienter og far
A(z® + 52+ 6) + Bx(x + 3) + Cx(z + 2) = 2* + 6,
(A+ B+ C)2® + (5A + 3B +2C)x + 6A = 2% + 6,

A+B+C = 1,
5A+3B+2C = 0,
64 = 6.

Lgsningen er
A=1, B = -5, C =5.

Det betyr at
22+ 6 1 ) )

— = -
¥} +5x2+6x v x+2 x+3
og vi kan finne integralet

/ 22 +6 / / / dzx
x3+5x2+6x T+ 2 x4+ 3




=In|z|—5ln|r+2|+5n|jz+ 3|+ C
b) Auvgjor om det uegentlige integralet
/ < dx
1 1 + 1‘4
konvergerer eller divergerer.

Vi bruker Sammenlikningskriteriet (Teorem 3, s. 346). Siden

1

0< < —

1+at 2t

og
/OOda: y /Rd:v y 11" i RS
— = lim —=lm |——| =lm |(—=—=+=-)=<
1 T4 R—oo Jq x4 R—o0 33 1 R—oo 3R3 3 3
konkluderer vi at det uegentlige integralet floo % konvergerer.

Oppgave 5
Lgs differensialligningen

y/——y:$2€x
X

med initialkravet y(1) = 0.

Forsteordens linezer differensialligning. Vi multipliserer begge sider
med =

og integrerer

% =e"+C.
x
Lgsningen for differensialligningen blir da
y = 2%(e" + O).
Vi setter inn y(1) = 0:
0=1%e'+C),
C = —e.

Initialverdiproblemet har lgsningen



y(x) = 2%(e* —e).
Oppgave 6

Beregn volumet som fremkommer ved a rotere omradet avgrenset av
y=0o09y =sinz for 0 < x < 7w om x-aksen. Beregn volumet som
fremkommer ved a rotere det samme omradet om y-aksen.

1. Nar vi roterer om z-aksen har vi formelen

™ ™ ™ — 2 in?2 T 2
V:ﬂ'/ f2<x)dl':7r/ sin2xdx:7r/ SRy ey L e I
0 0 0 2 2 4 2

2. Nar vi roterer om y-aksen har vi

V= 27?/ xf(z)dr = 27r/ zsinzdr = 27 [—x cosx + sinz]] = 277,
0 0
hvor vi har brukt

/xsin rdr = /ac(— cosz)'dr = —x cos x—/(— cos z)z'dx = —x cos x+sin x+C

Oppgave 7

I denne oppgaven beregner vi det bestemte integralet
8
dx
(1) —

5 T
numerisk.

a) Finn en tilnermet verdi for integralet ved hjelp av Simpsons
metode med 6 delintervall.

Vi bruker Simpsons methode med a = 2, b = 8, 6 delinter-
valler (n = 6) og avstand h = > = 1. Metoden gir da

h
Se = g(yo + 4y1 + 2y + 4ys + 2ys + 4ys + ys)

1/t 1 1 1 .1 1 1 977
= [ 4dc 2o 444 2o 4o ) =1~ 1.
za(fr 37T 7+8) 2500 ~ 18T

b) Finn feilskranken for den tilnermede verdien som du fikk i punkt
a). Finn det bestemte integralet (1) ved antiderivasjon og vis at
den tilnermede verdien som du fikk i punkt a) oppfyller denne
feilskranken.

Feilen for Simpsons metode er

< K(b—a)

b
dz — S, B
/af(x)x Sn| S Tgg




hvor
K = max]| ) (a)
z€la,b]
1 2 6 24
f@)=— f@=-5 [@== f@)=-0 Y=
Derfor far vi
24 24 3
K - _— = — = —
selos) |27 28 4
0g
b 3(8 —2) 1
dr — Sp| < A———1" = — = 0.025
/a fz)dz - 180 40
8
d
== 1nx\g =In8—1In2=1n4 ~ 1.3864
9 X

Den tilnsermede verdien oppfyller den teoretiske feilskranken:
|1.3864 — 1.3877| = 0.0014 < 0.025

¢) Hvor mange delintervall bor vi bruke for a finne en tilnermet
verdi for integralet (1) ved Simpsons metode med feil mindre
enn 10732

Vi omskriver feilen for Simpsons metode som

b K(b—a)®
/a: f(l')dl’ - Sn W

Vi gnsker at feilen skal veere mindre enn 1073:

<

K(b—a)’ -3
2O g
I
Det holder nar
A > K(b—a)®
180103’
/4
Kb—a®\""  [38-27\"
20mG ) (22T ) 6/~ 13.42
"= (180 - 103> 180 - 103 Vo

Dette betyr at vi far god nok ngyaktighet ved a velge n = 14.

Roman Kozlov Per Manne



