Lgsningsforslag eksamen MAT111 — Grunnkurs i
Matematikk I — hgsten 2009

OPPGAVE 1

(a) Vi har |w| = /12 + (—1)2 = v/2. T det komplekse plan ligger w i 4. kvadrant og
vinkelen # mellom tallet og den relle aksen har tanf = 1, dvs. at § = w/4. Dermed er
Argw = —7. Skrevet pa polarform er tallet

Ao (<) (5] - e

(begge svar erlike gode).
Ved de Moivres formel har vi

w® = (\@)S[COS(S-(—ED—i—z’sin(S-(—W))]

— 2| cos (—2r) +isin (- 27)]

_ 24-(1+z'.0):16.

2= (3+2i)(1+i)=3+3i+ 2 +2i% =14 5i.

= 1.

w
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OPPGAVE 2

(a) Gitt € > 0. Vil finne § = §(e) > 0 slik at
|2? 4z +4—1] <e nar 0< |z —3| <0
La ¢ := min{1, §}.
Dersom 0 < |x—3| < 0, vil spesielt [t—3| < 1. Dette er ekvivalent med at —1 < z—3 < 1,
som gir 1 < z—1 < 3, som spesielt medfgrer at [z — 1| < 3. Dermed, siden ogsa |z —3| < £,
far vi:

\x274x+471]:|x274x+3|:|x73|-|x—1|<§'3:e.

Merknad: Her finnes selvfglgelig flere andre korrekte svar. Noen skrev f.eks. at |z —3| <
1 medferer |x| < 4, og brukte sa trekantulikheten for a konkludere at |z — 1| < |z| +1 < 5.

Disse fikk svaret 0 := min{1, £}, som er like riktig (men litt mer tungvint & komme frem
til).

(b) Vi har at

lin%) In(cosx) = ln(lin% cosz) =In1=0

1



(siden Inx er kontinuerlig),
lim tanz = 0,

x—0
d 1
dx cos? x )
og
d 1 . 1
oy deIn(eose) gl - (msing)  §(<0)
d = - _ T _0
z—0 P tanx z—0 o 1

Alle betingelsene for a bruke L’Hopital er dermed oppfylt og

d
< In(cosx
-In(cos :n)) = lin%)d”"dt() =
z—0 L tanx
dz

lim (
z—0 \tan x

(c) Vi har:

f kontinuerligi 0 <= lim f(z)= f(0) <= lim zcos(lnz) =k
z—0t+ z—0t

Siden
—1 < cos(lnz) < —1 for alle z > 0,

er
—x < zcos(lnz) < —z for alle x >0,

og siden lim,_,g+ x = 0, gir skviseteoremet at lim,_, 5+ cos(Inx) = 0, slik at vi ma ha
k=0

for at f skal veere kontinuerlig i 0.

OPPGAVE 3

Vi definerer funksjonen
f(z) = 3% 4+ 21 — 2.
Da har vi at
r er lgsning pa ligningen 3% = 2 — 2 = f(r)y=0.

(a) Vihar at f(0)=1—-2=—1, f(1) = ez = Ve > 0 og f er kontinuerlig overalt. Ved
skjeringssetningen finnes det derfor et tall » € [0,1] slik at f(r) = 0. Dermed er denne
r € [0,1] en lgsning pa ligningen 3% =2 — 2.

(b) f er derivérbar overalt med

1
f(z) = 56%“: +2 >0 for alle z.

Alternativ 1: Om f har to nullpunkter, si a og b med a < b, vil f veere derivérbar
pa hele [a,b]. Da vil det ved Rolles teorem eller sekantsetningen finnes en ¢ € (a, b) slik at
f'(¢) = 0, en motsigelse. Derfor har f maksimalt ett nullpunkt og folgelig har ligningen

3% = 2 — 2z kun den éne lgsningen.



Alternativ 2: Siden f/(z) > 0 for alle z i intervallet (—o0,00) vil f veere voksende pa
hele (—o0,00). Dette vil si at f(b) > f(a) nar b > a, slik at f hgyst kan ha ett nullpunkt.

Fglgelig har ligningen 3% = 2 — 2z kun den éne lgsningen.

(c) Bruker Newtons metode én gang med xg = 0:

R L R (U B S S
f'(xo) fo)  §+2 5 5
Dette er en tilnezermet verdi for lgsningen r pa ligningen 3% =2 — 2
2
reT = -
75
Vi har at 11 1
f(x) = 3 ie%z = Ze%x >0 for alle x.

Dermed er grafen til f oppoverkrummet overalt, slik at alle tangentene til grafen vil ligge
under grafen. Siden grafen til f ogsa er voksende overalt (siden f/(z) > 0, som vist i (b)),
betyr dette at alle tangenter vil snitte x-aksen til hgyre for punktet der grafen til f snitter
z-aksen, som er nullpunktet r.

Spesielt vil tangenten i punktet zg = 0 snitte z-aksen til hgyre for punktet der grafen
snitter z-aksen. Siden tangenten snitter i x; (det er slik Newtons metode virker), vil z1 > r,
altsa er verdien vi finner (litt) for stor.

Her er en tegning som illustrerer situasjonen:

Merknad: Dersom man definerer funksjonen
f(z) = 2 — 2z — 2"

for & angripe oppgaven, argumenterer man péa tilsvarende méate, men bruker at funksjonen
er avtagende og nedoverkrummet. Svarene blir selvfglgelig de samme.

OPPGAVE 4

Siden ¢’ er kontinuerlig pa I og I er lukket og begrenset, har ¢’ maksimal- og mini-
malverdi pa I, ved ekstremalverdisetningen (“Maz-Min-teoremet”). Dette gir at det finnes
en konstant M > 0 slik at

lg'(x)| < M for alle z € I.



(Hvis maksimum og minimum til ¢’ pa I er gmin 0 gmas henholdsvis, kan vi la M =

ma’X{|gmin|a |gmax|}')
La na z1,2z9 € I og anta at x1 # x3. Siden g er derivérbar pa I, er den ogsa de-

rivérbar (og dermed ogsa kontinuerlig) pa [z1,z2] om 21 < z og [x2, 1] om x1 > x9. Ved
sekantsetningen pa [x1, z2] eller [zo,x1], vil det finnes en ¢ mellom x; og x9, slik at
g(z1) — g(z2)
g'(c) = F——".
r1 — T2

Siden ¢ € I, ma |¢'(c)] < M, slik at

‘9(061) — g(x2) ‘

X1 — T2

<M

som gir
‘9(1‘1) - 9(96'2)’ < M‘im — 962’-

Denne ulikheten gjelder ogsa (trivielt) om z; = w9, slik at vi har vist at g en Lipschitz-
funksjon pa 1.

OPPGAVE 5

Siden f'(z) = ﬁ er Taylorpolynomet av orden 1 til f(z) = /z om 9 lik
1

Pi(e) = JO) + 1'O)@ =) = VB + (e =9) = 3+ f—9)

Dermed har vi

1 1 19
Siden f"(x) = —4% gir Taylors formel med restledd (Taylors teorem) at
x2
V10 = f(10) = P1(10) + E4(10),
" £(s) 1) _ 1
FE1(10) = (10 — 9)? = = ——, foren s¢€(9,10).
2! 2 Rs3

Dermed er F(10) < 0, slik at

V10 = f(10) = P1(10) + F;(10) < Py(10) = %.

Tilnsermingsverdien vi fant er altsa (litt) for stor.

OPPGAVE 6

(a) Alternativ 1: Bruker delvis integrasjon med
U=lnx og dV — 172 dx,
slik at .
dU = — da og V = 213,



Far da:

nz e = UV—/VdU_ln:c-Qx%—/m%.ldx
VT T

= 2:L‘§lnx—2/a:_éda:sz%lnx—Z-Q:Ué—l—C
= 2yzlnx — 4z +C
- 2\/5(1nx—2)+0.

Alternativ 2: Bruker substitusjonen u = /z, slik at u? = z og 2u du = da:

2
/lnxdx:/lnu -2udu:/21nu2du:/2-21nudu:4/lnudu,
VT u

der vi har brukt en av logaritmereglene. Integralet [Inu du lpses ved delvis integrasjon
ved & sette

U=1Inu og dV = du,
slik at

dU:%du og V =u.
Da far vi:

1
/lnudu:UV—/VdUzlnu-u—/u'udu:ulnu—/du:ulnu—u—i—cl

slik at
Inzx

—d
\/Eaz

4/1nudu:4(ulnu—u+01):4\/Eln\f—4\/§+0

= \/:E-%lnx—4\/5+C:2\/51nx—4\/5+C
- zﬁ(lnx—2)+a

(Merk at funksjonen thz kun er definert for x > 0, slik at det ikke er ngdvendig med

x
absoluttverditegn rundt = i Inz. i svaret.)

(b) Bruker fgrst delbrgksoppspalting:

2 B 2 A Bx+C
3420 x(x2—|—2)_g+ 2 +2
_ A@®+2)+x(Bx+C)  Ax®+2A+ Bz* + Cx
B x(z? + 2) N 3 + 2z
(A+ B)z? + Cx + 24
- 3 + 2z '

som gir oss (ved & gange med 2° + 2x):
(A+B)2®> +Cr +2A =2.
Siden dette skal holde for alle x ma vi ha:
A+B=0, C=0 og 2A=2,

som lett gir oss
A=1, B=-1o0g C=0.



Dermed har vi

2 1 = 1.,

Dette kan ogsa omskrives som
|z
V222
(Om man ikke ser integralet [ xQL—&-Q dr med en gang, lgser man det med substitusjonen
2
u=uz°+2.)

In

(c) Lgser forst det ubestemte integralet med subsitusjonen u = tan~! z, slik at du = mgd—il:
tan~1(z) _
/e dx:/e“du:e“—i—C’:etan AREYe)
22 +1
Da er
oo tan"!(zx) R _tan—!(zx) B R
/ 627 dr = lim 627 dr = lim [etan 1(”’”)}
0 4 +1 R—oo Jo x%+1 R—o0 0
=  lim (etan_l(R) - etan_1(0)> _ elimR_,(><> tan"'(R) _ eV
R—o0
= e2 —1.

(Her har vi brukt at brukt at e” er kontinuerlig.)

(d) Vi bruker kjerneregelen med u = \/x og Fundamentalteoremet:
drr  dF du d / Yo du 2 du . 1 e’
—:—-—:(— e dt)-—:e — = —= = .
de  du dx du J, dz dz 2V 24/x

Vi kan bruke Fundamentalteoremet siden funksjonen e’ er kontinuerlig.

OPPGAVE 7

(a) Volumet V' av vin i glasset nar hgyden av vinen over bunnen av glasset er h er lik
volumet av omdreiningslegemet vi far nar vi roterer omradet i 1. kvadrant avgrenset av
y-aksen, linjen y = h og parabelen y = 2% om y-aksen. Omradet er skravert i tegningen
under:



Alternativ 1: Bruker skivemetoden og integrerer med hensyn pa y. Omradet er
omradet mellom grafen til funksjonen z = ,/y og y-aksen, nar y varierer fra 0 til h, slik at

h h 2
1 51h h
VZ?T/ (\/§)2dy=7f/ ydyzﬂ[*?f] -
0 0 27 lo 2
Alternativ 2: Bruker sylinderskallmetoden og integrerer med hensyn pa z. Omradet

er omradet under grafen til funksjonen y = h og over grafen til funksjonen y = 2, nar x
varierer fra 0 til v/ (siden snittpunktet mellom y = 22 og y = h er (v/h, h)), slik at

Vi vh ho, 1 Vi
V = 27r/ .’L'(h—JZQ)dCL'_27T/ wh—:c?’d:c:27r[—a;2—fa;4}
0 0 2 4 lo
_ h 2 1 N R? 1, B B2
= (g VR -5 (VR =2m (- ) = 2w
e
= -

Merknad: Det var en del som regnet ut volumet

Vh
27r/ z-2? dx
0

og begrunnet dette med sylinderskallmetoden. Svaret blir det samme, men volumet er
volumet til legemet vi far nar vi dreier omradet under grafen til y = 22 og mellom z-aksen
og linjen z = v/h (omradet er skravert i figuren under). Det er altsa feil omdreiningslegeme
og rent tilfeldig at man far samme svar.

(b) Deriverer vi uttrykket fra (a) implisitt med hensyn pa ¢ og bruker kjerneregelen, far
vi

av m d, . d o\ dh 7 dh dh
—=—-—hf=—=-|—=h*) —==-2h— =7h—.
dt ~ 2 dt 2<dh>dt2 at ~ "t
Torricellis lov sier at
dav
EZC\/E for en ¢ € R.
Setter vi sammen de to siste uttrykkene far vi:

dh
h— = h
mh— evVh,



som gir

dv ¢ Vh ¢ 1 —k

dat 7 h 7 Vh VR

ved a sette k = —£. (Konstanten k£ > 0 siden vinhgyden h avtar.)

(c) Differensialligningen

er separabel og lgses ved:

/\/Edh = —k:/dt

h2 = —kt+C, foren C €R.

N

Wl N

Setter vi inn ¢ = 0 far vi

2,3
og insatt i ligningen over gir dette oss:
2 3 2 3
—-h2 = —kt+ -h§
3" T3M
3 3
hr = — 5kt +hg

h(t) = (hg—gkt)g.

(d) Vil finne tidspunktet ¢ der h(t) = 0, dvs. der

33
2 _ =
hg th 0,
dvs.
hog
¥) T = 5.
) =5
Vet at h(7) = Tho og bruker dette til & finne 3:
8 3 3 1
h :(hQ—fk:' ) — p
M= (hg —3k-7)" = jho
: 3 1, \2
he -7 2k = <fh)
0 5 RLY
3 3 1 3
h =7--k = —-h§
0 ) 4% 0
3 3 1 3
73 3
—hg = T--k
SR 2
1 3 3
“hz - 2
8h0 2]{:.



Innsatt i (*) gir dette oss

Altsa er glasset tomt etter ngyaktig 8 minutter.

Og premien til beste tegning pa eksamen gar til:

Andreas Leopold Knutsen



