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OPPGAVE 1

a) Uttrykket vi skal finne grenseverdi for er kontinuerlig for x = —1, innsetting gir

i x2+3x+2[9]_ i 2e+3 1
e—=-1 g2 —g—2 0" a=-12x—1 3’

der 'Hopitals regel er benyttet i det forste steget siden utrykket hadde ubestemt form [0/0].

b) Funksjonen har en kontinuerlig utvidelse dersom hgyresidig og venstresidig grense nar x gar
mot —2 er de samme. Grensene er

. |z + 2| . (x+2)
x_:I_I12+(Z‘+ ) x+2 x_:I_I12+(Z‘+ )(m+2) + ’
I e N k) P S
T2~ xr+2 z——2+ (x+2) '

Siden venstresidig og hgyresidig grense ikke er like, kan funksjonen ikke ha en kontinuerlig
utvidelse.

c¢) Funksjonen er et polynom for z # 1, og er derfor deriverbar for x # 1. Dersom funksjonen skal
veere deriverbar for = 1, ma den veere kontinuerlig. Det betyr at folgende ma gjelde:

lim f(@) = lim_ f(z) = £(1). 1)

rz—1-

Siden funksjonen er linezer (et forstegradspolynom) for z >= 1, har vi

lim f(z) = f(1) =a.

z—1t

I tillegg ser vi at

lim f(z) = lim (ax® —bx —2)=a—b—2.

r—1— r—1—

For at identiteten (1) skal gjelde ma vi ha
a=a—b—2,
som betyr at b = —2. Dermed ma funksjonen veere pa formen

ax? +2x—2 ifx <1,
f(z) = . B
ar ife >=1.

Siden funksjonen er et polynomet axz? — 2 for < 1 og polynomet ax for > 1, betyr det at
de hgyre og venstresidige deriverte eksisterer. For x > 1 er funksjonen et polynom, og vi kan
benytte derivasjonsregler direkte for a finne hgyresidig derivert.

i) = 2 (@a=1 = @



For x < 1 benytter vi definisjonen:

JA+=f1) _ a2k —2—a

! . .
S~ = hlggf h - hlg?f h
~ lim ah®+2ah+a+2+2h—2—a
h—0— h
:hli%liah+2a+2:2a+2.

Dersom f’(1) skal eksistere, ma vi ha f’ (1) = f (1), dvs a = 2a + 2, som gir a = —2.

Valget av konstanter som gir at funksjonen er deriverbar er derfor a = —2 og b = —2.

OPPGAVE 2

a)

Oppgaven er ekvivalent med & vise at funksjonen
f(z) = 22% — 2 — sin(x)

har et nullpunkt pa intervallet [0, Z]. Siden denne funksjonen er differansen av et polynom og
en sinusfunksjon som begge er kontinuerlige, er funksjonen kontinuerlig. Siden f er kontinuerlig
pa intervallet [0, 7], og f(0) = =2 < 0 og f(5) = %2 — 3> 0 har vi fra mellomverditeoremet
at f ma ha et nullpunkt pa [0, 7]. Det betyr igjen at ligningen gitt i oppgaven har en lgsning
pa intervallet [0, 7].

Oppgaven er ekvivalent med & finne nullpunkt for funksjonen f(x) definert over. Newtons
metode er basert pa folgende iterative algoritme:

Tntl = T — f’(l‘ )
n

I vart tilfelle er
f(x) = 42 — cos(z),
slik at vi far formelen

222 — 2 — sin(zy,)

Tl = I 4, — cos(zy,)

Anvendelse av algoritemen gir:

z1 = 1,24322
zo = 1,21218
x5 = 1,21165

Dermed har vi at en approksimasjon til lgsningen av ligningen er z = 1, 212.
OBS: I denne oppgaven kunne vi f.eks ogsa ha valgt

222 — 2

sin(z) !

fz) =

for funksjonen vi skulle finne nullpunkt av. I dette tilfellet ville det gitt raskere konvergens av
Newtons metode.



OPPGAVE 3

a) Finner h/(s) for a undersgke om funksjonen har kritiske punkt

6s-3(1 + s%)% — (352 — 1)9(1 + s2)?2s
9(1 4+ s2)8
2s(1+s%) —2(3s%2 — 1)s
(1520
_ 4s(1—s?)
(14 s2)4
4s(1 —s)(1 +s)
AT 52

h'(s) =

De kritiske punktene for funksjonen har vi for x = 0, = 1 og x = —1, der bare x = 0 er
innenfor D(f). Funksjonen har ingen singulsere punkt. Sjekker funksjonsverdier i endepunkt
og kritiske punkt:

3:02-1 1
0)=crTms =3
301+ 02) 3
(1)_ 3(3)°—-1 16
27 3(1+(3)2)3 375
Dette betyr at funksjonen har absolutt maksimum lik — 5% og absolutt minimum lik —3.

b) Fra informasjonen i oppgaven har vi at Taylors formel for funksjonen er

(3s2—1) ,

g(x) =z + mf

Siden Taylors formel av orden to er for en funksjon g(z) om punktet x = 0 er gitt ved

g(m) = g(O) + g/(o)x + g//2(0) .’EQ + g/;(!S) £E37

kan vi sammenligne konstanten og koeffisientene foran x, x2, og x> i de to utrykkene. Dette
gir: g(0) = 0, ¢'(0) = 1, ¢"(0) = 0 (Alternativ: Bruk at vi ma ha g(0) = P(0),¢'(0) =
P3(0),9"(0) = P5(0)), og

g"(s) _ (3s° = 1)

3! 3(14s2)3’
(3s2—1) 2(3s*—1)

g///(s) :3!3(1+52)3 = (1+S2)3 s
" _ 2(3x2_1)
9" (z) = m

¢) En approksimasjon er gitt ved

1 1

2 =3

o(5) % Pa3) =

Der feilen er gitt ved



Siden absolutt maksimumsverdi for h(s) pa intervallet [0, %] er hmaks = —31—765 for z = % og
absoultt minimumsverdi er Ay, = f% for x = 0, har vi
1 1 1 1 1,1.. 11
. P(= hmin'73:7—77‘3:7
9(5) > Po5) + b (5 = 5 = 350 = 57,
1 1 1.. 1 16 1 371
a Py(= hmas'f(s:**i*?):i-
93) < Po(Q) F hmars - (3)7 = 5 = 32 (5)" = 755

Dette gir at g(3) ma vere inneholdt i intervallet (1%, 371) ~ (0.4583,0.4947).

OPPGAVE 4

Dersom vi velger et koordinatsystem slik at punktet A har koordinater (0,d), punktet B har
koordinater (L,0), og knekkpunktet pa traseen, som vi kan kalle C, har koordinater (zx,0), har vi
at avstanden mellom A(0, d) og C(z,0) er

dac = \/dz-i-—IEQ
Avstanden mellom C og B er
dCB =L —z.

Dersom kostnaden per meter for kraftlinjen over land er K, sa vil kostnaden per meter over sjg
vaere 2K, og vi far folgende uttrykk for totalprisen p(z)som funksjon av x:

p(z) = 2Kdac + Kdop = 2K\/d + 22 + K(L — ),

der det er naturlig & velge D(p) = [0,L]. For a finne minste kostnad, ma vi finne absolutt
minimumsverdi for p. Finner fgrst kritiske punkt. Den deriverte av p(z) er

2K x K
VE T &

For & finne kritiske punkt, ma vi lgse ligningen p’(z) = 0, dvs

p(x) =

\/% -K =0 (legger til K pa begge sider)
\/% = K (ganger med Va2 + d?/K)
20 = Va?+d? (kvadrerer)
42 = 22 +d?
312 = d?
T = :I:%

Den negative lgsningen kan vi se bort i fra siden den ikke er med i definisjonsomradet. Viser at
det kritiske punktet er et minimum ved a benytte andrederiverttesten. Den andrederiverte er

2KV +d? - 2Kw s 9K (2?4 d?) — AK2? | 2K(d? — 2?)

a? + d? (@2 +d?)2 (@2 +ad)F

P’ (x)

Innsatt for det kritiske punktet far vi

NI L)
V3 d
Siden funksjonen er konkav opp i punktet x = %, dette er det eneste kritiske punktet, og funksjo-

nen er kontinuerlig deriverbar, er dette punktet et absolutt minimumspunkt for g(x) pa D(g).



OPPGAVE 5

Differensialligningen
dp
g
dx P

er en separabel differensialligning og vi har

/d—p:/adx
p
Inp=azr+C'
c’ aT _ (10T

p=e e

For a bestemme de ukjente konstantene a og C' benytter vi informasjonen om borekostnader til
500 og 4000 m, dvs p(500) = 0,3 og p(4000) = 4, 1. Dette gir

0,3=Ce’" = 1n0,3=1InC + 500a
4,1 =Ce*% = In4,1=InC + 4000a

Trekker vi den fgrste ligningen fra den andre, far vi

4,1 1 4,1
1 ) — — 71 )
no,3 3500a = a 3500n073
Setter vi dette inn i den fgrste ligningen far vi
500 . 4,1
In0,3=InC + ——1n -
n0 S =mEF 5500 0,3
1. 4,1
InC=In03—=-In-
e 70,3
0,37
=2
4,17
Dermed er kostnad som funksjon av dybde gitt ved
0, 3% s In 21y
— — 3500 0,3
p(x) 1, 1% e )

som gir p(6000) =~ 18,3 mill dollar som estimat for prisen & en brgnn pa 6000m.

OPPGAVE 6

a) Dette er integral av en rasjonal funksjon der orden i teller er hgyere enn orden i nevner.
Polynomdivisjon gir:
10 4
2x3+2x+4:x2+2x:2x—4+2$7+
x4+ 2
Delbrgkoppspalting av siste ledd gir
10r+4 10z+4 2 8

2 +2x  x(x+2) E+x+2

Dermed har vi

/2x3+2x+4
2 4+ 22

2
dx:/(Za:—él—i—f—i— 8 )dx
z x+2

1 1
=z2—4$—|—2/7dx—|—8/ dx
T T+ 2

:x2—4m+21n\x|—|—81n|x+2|—|—0.




b) T dette bestemte integralet eksisterer ikke integranden for den nedre grensen; dvs at integralet
er uekte. Ved a benytte definisjonen har vi

4
x
—————dx = lim —_—
/2 V2 —4 a—>2/a Va2 — 4dx
12
1
B ’}‘I_)I% a?— 47du

= lim 2\/ﬂ|ig_4 = 4/3.
a—2

c) Lar U(z) =z og V'(x) = 2. Det gir
U'(z) =1
V(r) = /dex = /emmdx = /e'“nzdx = Le'“112 = LT”
In2 In2

Delvis integrasjon med valget over gir
/x?mdx = W(z) — /U’(m)V(m)dfc

Uz
1

= — —ZId
n2 / v

1 xT
= 2”2 (ln) +C.

OPPGAVE 7

Vi definerer funksjonen k£ som beskriver NOs-konsentrasjonen som funksjon av tidspunkt, ¢, der
t € [7,19]. Middelverdien til denne funksjonen er gitt ved

- 1 19
k= 1977/7 k(x)dz.

For a approksimere integralet som inngar i formelen, skal vi benytte Simpsons regel. Fra tabellen
har vi at vi kjenner fglgende funksjonsverdier:

Differansen i tid mellom hvert malepunkt er h = 2. Simpsons regel gir

19
h
/ k(r)dx ~ g(yo + 4y + 2y2 + 4ys + 2y4 + dys + ye)
7

2
:5(134,0—1—4-157,1+2-133,9+4-160,8+2~191,1+4~164,7+146,6)

~ 1907, 3.



Dette gir en approksimasjon til middelverdien

1

k=
19 -7

19 1
/ kE(x)dx ~ — -1907,3 ~ 158,9.
. 12

En approksimasjon til middelverdien for NOs-konsentrasjonen mellom kl. 7:00 og kl. 19:00 er
derfor 158,9 ug/m3, og klima og forurensningsdirektoratet ville karakterisert luften som darlig i
denne perioden.



