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Oppgave 1

(a) La R veere omradet mellom kurvene

y =127 y=4— 22

Finn arealet til R.

(b) For alle ¢ > 0, vis at
oy L3 L
r*Inzxdr = = (c — 1) ——c’lnc.
c 9 3
Du skal vise utregningen, ikke bare sla opp i permen i laereboken.
(c) Lgs det uekte integralet
1
/ z?Ilnzdr,
0

eller vis at det divergerer. Hvis integralet divergerer mot oo eller —oo, skal
du ogsa oppgi dette.



Svar: Oppgave 1
(a) Omradet ligger mellom linjene 2 = —v/2 og 2 = /2 (det vil si at y = 22 og

y = 4 — 22 krysser i punktene (—+/2,2) og (v/2,2)). Arealet er derfor

V2 V2 V2
A:/ (4—x2—m2)dm:2/ (2—x2)dx:4/ (2 — 2%)dx
V2 V2 0

v2 o1 V2 1
—4 23;‘ ——x3) —4(2v2 - -28
0 3 lo 3

442 16v/2
= 0=

Her har vi brukt at 2 — 22 er en jevn funksjon.

11 1
——/ 2% dx
c 3.

(b)

! 1
/ ’Inzdr = §x31nx

dV = r?dx U=Inzx
V= L3 dU = Ldz
1 1 11 41 1 1
=-1’Inl - =c®lnc—--22°| =—=lnc—=(1-¢) .
3 3 3 3 e 3 9
()

1 1 1 1
/ 22Inxdr = lim 2?Inxdr = lim (— (03 — 1) S lnc)
0 c—0+ /. c—0+\ 9 3

R N | (S
=gl (o) =g lim (g =5 (0= =5-0=—75.

Her har vi bruk at lim, .o, ¢®Inc = 0 som folger av kap 3.4 Teorem 5(d) eller

ved a bruke I’'Hopital.




Oppgave 2

(a) Lgs grenseverdien

cos 'z

lim
z—1- 1 — 1

Y

eller vis at den ikke eksisterer. Hvis grenseverdien gar mot oo eller —oo, skal
du ogsa skrive dette.

(b) Bruk sekantsetningen (Mean Value Theorem) til a vise at hvis > 0, da er
(1) tan 'z < .
(c) Bruk (1) til a lgse grenseverdien

: -1
xlir& tan~" (x) In(z),

eller vis at den ikke eksisterer. Hvis grenseverdien gar mot oo eller —oo, skal
du ogsa skrive dette.

(d) Bruk den formelle definisjonen (”e-6 definisjonen”) til a vise at

oo —1 1
lim = —.
e—1 22 — 1 2

Svar: Oppgave 2

(a) limg ;- Cogfjlx er av type [2] og L(z — 1) = 1 # 0. Vi kan derfor bruke

I’Hopitals fgrste regel.

—1
. COS™ X I'Hépital ,. i . 1
lim = lim Y/ = =

— 0 .
z—1— x —1 z—1— 1 z—1— y/1 — 12 ES

(b) Hvis > 0 og f(z) = tan~'z, vet vi fra sekantsetningen at det finnes en
ce (0,z), slik at

T tan™'z — tan~! 0 _ f(z) — f(0) o) 1

T z—0 x—0

tan™!

Dermed er tan~!' z < .

(c) Siden 0 < tan™!'z < x nar z € (0,00), og at
lim O0-lnz = lim zlnx =0,
z—0+ z—0+
vet vi fra Klem-teoremet (The Squeeze Theorem) at lim, .oy tan™' zlnz = 0.
Vi vet at lim, o zlnz = 0 fra kap 3.4 Teorem 5(d) eller ved a bruke
I"Hopital.



(d) Velg 6 = min{1,e€}. Siden |x — 1] < < 1, vet vi at

lr—1 <1, & —-l<z-1<1, & 1<z+1<3,
1 1 1
= 1>:p_+1>§7 = m<1
Vi bruker dette og finner at
c—1 1| [2te—1)—(a*—1)| |-2+22—-1] 1|z*—2z+1
2 -1 2| 2(22 — 1) | 2@2—-1) | 2] 22—1
1 (x —1)2 1lx—1 1 1 1
= == <zlz—1l< -0 < ce<e.
2 (x—l)(x—i—l)‘ 2 x—i—l‘ ple—ll<gdsge<e




Oppgave 3
(a) I denne deloppgaven kommer z og w alltid til & sta for de komplekse tallene
z=—1—1 og w=4—71.
(i) Regn ut (dvs. skriv pa formen a + ib):
47z +w og z .
w
(i) Skriv 2° pa formen a + ib.
inn alle z € C som er en lgsning pa ligningen
b) Fi 11 C lgsni a ligni

23 = 8.

Lx—2
dx .
/01‘3—1-8 v

Losningen i oppgave (b) kan veere til hjelp nar du skal faktorisere nevneren.

(c) Lgs integralet

Svar: Oppgave 3

Ztw=4-1+i)+4—i=—-4+4i+4—i=3i,

z —l—i  (=l—di)d+i) —d—-4i—i+1
w  4—i  (A—D(A+i) 16+ 1
_ —3-5i 345
o7 1T

(ii) Vi vet at |2| = V2 og Arg(z) = —2*. Da vet vi at
2l = |2° = (V2)° = 2° =38,

9
arg(z) = 6 arg(z) = —g = —4r — g

Dermed er
25 =8 (cos (—%T) + 2 sin (—9?#)) = —:8@ .

| — 8] =38, Arg(—8) = .

(b) Vi vet at



Dermed vil alle lgsninger z oppfylle |z| = ¥/8 = 2. De er

1 3
21 :2<cosg+ising> =2 (——kz’\/—_)

2 2
=1+4V3,

9 7r+27r s 7T+27T
29=2(cos| =+ — isin | — + —
? 33 33

=2(cosm+isinm) = -2,

2 2
23:2<cos(g+§~2)—i—isin(%—i—%&))

=2 <cos5—ﬁisin5—7r> :1—2'\/5.
+ 2 S

(c) Fra (b) og faktorteoremet, vet vi at
2 +8=(z+2)(x—1—iV3)(x —1+iV3)
= (z+2)(z® — (1 +iV3)x — (1 —iV3)z + 1+ 3)
= (v +2)(z* — 21 + 4).
Alternativt kan vi bruke at —2 er en rot og bruke polynomdivisjon for a
faktorisere. Uansett, sa finner vi
r—2 x—2 A . Bx +C
B+8 (24+2)(22—22+4) x+2 22-2r+4
A(z* — 2z +4) + Br(z + 2) + C(x + 2)
(x+2)(z2 — 22+ 4)
_ (A+B)2®>+(—24+2B+C)z+4A+2C
B (x+2)(22 — 22+ 4) '

Vi ma derfor lgse

A+ B =0, —2A+2B+C =1, 4A+2C = -2.
Disse har lgsning
1 1 1
A=—- B=-, (=-—=
3’ 3 3
Vi vet dermed at
r—2 3 st—% 1 1 1 z-1

=3 4+ 3 3 — . = -
3+ 8 r+2 22—-2¢x+4 3 z4+2 3 22—-2x+14




Vi regner ut integralet

lm—Qd 1/1 dx +1/1 x—1 p
= —— = ——d=.
B8 T T3 ), v r2 3), 22014

u= z*—-2xv+4 u(0) = 4
du= 2z —2=2(z—-1) u(l)= 3
_ L | +2I‘1+1 ® du
- g 6/,




Oppgave 4
(a) La

flx) = / e dt, z € (0,00).
0
Finn f'(x) og forklar hvorfor f er invertibel.

(b) Gi et eksempel pa en funksjon g som ikke er invertibel, men likevel har
g'(z) > 0 for alle x i definisjonsmengden til g.

Svar: Oppgave 4

(a)

2

d x
/ e’ dt = @)’ . 23 = 2me”™ > 0,
0

f(x) = Ir

for alle x € (0,00). Siden f(x) er definert pa et sammenhengende intervall og
er voksende der, er f(z) en-til-en og har derfor en invers.

(b) For eksempel g(x) = # — L. Da har vi at
1
g’(x):1+?>0,
men g(1) = g(—1) =0.



Oppgave 5

En gruppe biologer har lenge jobbet med a fa rense en innsjg som har veert gdelagt
av forurensing. De er na ferdig med med selve rensingen, og gnsker a gjenninnfgre
gjeddebestanden i innsjgen. De setter ut 20 gjedder i innsjgen. La antall gjedder i
innsjgen ved tiden ¢ veere gitt med y(t). Biologene vet at veksten av antall gjedder i
innsjgen, er bestemt av differentsialligningen

4o(-4)

hvor K > 0 er en konstant. Tiden t er malt i ar, og ¢t = 0 representerer tidspunktet
hvor de setter ut de 20 gjeddene.

(a) Finn y(¢) gitt ved t og K. Merk at
1 1 1

yi-5) vy K-y
(b) Forskerne antar at bestanden med tiden vil stabilisere seg pa 1000 gjedder.
Bruk dette til a finne K.

Svar: Oppgave 5

(a) Vi har konstante lgsninger, y = 0 og y = K. Ellers har vi

[ Ty
vi-24) )y ) E—y

=Inly|—In|K —y|=1In Ky—

Dermed er

Ky_y:Cet, C = +e #0.

Lgser vi dette, fa vi

B KCe!
14 Cet’

y(t)



10

Setter vi C' = 0, far vi den konstante lgsningen y = 0. Dermed far vi at alle
lgsningene er
KCet
)= ——, C eR,
y(t) 1+ Cet

og y(t) = K.

La oss na bruke betingelsen y(0) = 20. Vi har kun en konstant lgsning hvis
K = 20.

Hvis K # 20, finner vi at

KC 20
0)=20=-—-—-, = C= .
y(0) 1+C’ K — 20
Setter vi dette inn i (2), far vi
(0) = ke 20Ke 20K
My B T K—20+20¢  K+20(c—1)

(b) Hvis y(t) = 20, vil selvfplgelig ogsa lim; . y(t) = 20, sa dermed vet vi at
K # 20. Vi regner ut grenseverdien for de andre lgsningene

i (1) = 1i 20K e 5 20K
im = lim = lim
im N T IR K 1 20(et — 1) imo Ket+20(1— e )
20K
= —_— = K
20

Derfor vet vi at K = 1000. Den endelige formen for y(t) er

20000¢* 1000¢ 1000€?

y(t)

T 1000+ 20(ef —1) B0+ (ef—1) 49 +et
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Oppgave 6

T 1

g(:v):5(10+5), v €[3,5].

Funksjonen g(x) oppfyller kravene til fikspunktteoremet (du trenger ikke vise dette).
Vis at v/10 er et fikspunkt til g(z).
Bruk fikspunktiterasjon for & finne en tilnserming til v/10 ved & velge 29 = 5 og
gjennomfgre 3 iterasjoner.

Svar: Oppgave 6

g(\/ﬁ):5<@+i>:5<l 1) 2 0 g

0 "m0 V0 Ty TPV T vio

altsa et fikspunkt. Vi gjor 3 iterasjoner.

To =205,

r1=g(5) = ; )

Ty =g(1) = % (~ 3,17857),
z3=g(5) = 15761 (~ 3,16232) .

4984
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Oppgave 7

flx)=(z—-1)V1—2a2
(a) Hva er definisjonsmenden til f(x)? Begrunn uten regning at f(x) har et

absolutt maksimum og et absolutt minimum.

(b) Finn ut pa hvilke(t) intervall f(x) vokser, og pa hvilke(t) intervall f(z) avtar.
Finn absolutt maksimum og absolutt minimum til f(x).

La

Svar: Oppgave 7
(a) f(z) er kun definert pa det lukkede intervallet [—1, 1], siden det er bare der
at 1 — 2% > 0. f(x) er ogsa kontinuerlig, siden /z, 1 — 2% og x — 1 er
kontinuerlig, og komposisjoner og multiplikasjoner av kontinuerlige funksjoner

er kontinuerlige.
Funksjoner som er kontinuerlige og definert pa lukkede intervall har et
absolutt maksimum og et absolutt minimum fra Maks-Min teoremet.

(b)
b _IQ_(x—l)xi—2x2+x+17—2(x—1)(x+%)
o) =Vl =5 = A=e it

Vi tegner opp fortegnslinje
( -1 ’ % ) -

N | —
—
o=
[a—y
S~—

) — — —
r—1 — — —
T+ 3 - 0 +

V1—22? + + +
f(x) - 0 +
f(x) N min /

f avtar pa [—1, —31] og vokser pa [—1,1].

Absolutt minimum er derfor f (—%
Absolutt maksimum er f(—1) = f
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Oppgave 8
La f(z) = ﬁ Bruk induksjon til a vise at
n (=D"-(n+1)
o @) = e P=b23

Svar: Oppgave 8
Vi gjennomfgrer et vanlig induksjonsbevis

(i) f'(x) = (1;25)3 = ((1111?)1{32 sa formelen gjelder for n = 1.

(ii) Anta at formelen (3) gjelder for n = k > 1. Da vet vi at

Cd (=) (k+ 1) d 1

TR
FOD () = ﬁf(k)@:) = - Ao (=% (k + 1)!%m
1y —(k+2) _ (=DM (k1 2)!
=(=1)"-(k+ 1)!(1+x)k+3 - (1 + x)kt3

C(=DF (R4 1) 4+ 1)
B (1 + z)kt1)+2 '
Altsa vil da formelen ogsa gjelde for n = k + 1.

Fra (i) og (ii) og induksjon vet vi at

F(g) = (—1)" - (n+1)!

(14 z)"t2 7

for alle n € N.



