NYNORSK

LOYSINGSFORSLAG
Eksamen i MAT111 - Grunnkurs i matematikk I
onsdag 16. mai 2012 kl. 09:00-14:00

OPPGAVE 1
a) La
21 =—3—3V3i, zo =441,
finn (skriv pa forma a+bi): i) z129 og ZZ)ZjQ
21
Svar:

i)
2120 = (=3 = 3V3i) (4 +14) = —12 — 3i — 123 — 3v/3i%> = —3(4 — V/3) —i3(1 + 4V/3).
2z (440 (=3-3V3i)  —34+V3)—i3(1+4V3)  (4-V3) _Z_1+4\/§.

7 (=3+3V3i) (—=3—3V3i)  9+9V3i—9v3i— 272 12 12

b) Finn alle loysingar av likninga
wt 4+ 2w? +4 =0,
og skriv loysingane pa forma a + bi.
Svar:
Let u = w?, noko som gir oss likninga:
u? +2u+4=0.
Loyser for u:

_ V22 4.
w— 2EVECAA L me 1,

2
har dermed
up = —1+iV3
uy = —1 —iV/3.
Skal no lgyse for w, og skriv difor u; og us pa polarform:
Modulus u; : lui| = \/(=1)2 + (V3)2 =2
2
Argumentuy : arg(uy) =m— tan™! (\ﬁ) =7 — g = %
2 2
Polarform u; : up =2 (cos (;) +isin (;))
Modulus us : lug| = \/(=1)2 + (_\/3)2 —9
4
Argumentusy : arg(ug) = 7 + tan ™ (\/3) =7+ g = ?77
4 4
Polarform us : Ug = 2 (COS (;) + i sin (;)



Sidan w = y/u, finn vi no kvadratrgttene til u; og us:

2
Wik = u1/2 = 21/2 (cos (;

or 1/2
+ Qkﬂ') + 7sin <3 + 2k7r>)

— — 9l/2 (T s (T 1/2 @
E=0: wiog=2 <C05(3>+Zbln<3)) 2 <2+ 5
4 4 3
E=1: w1 = 91/2 (COS( ;) —l—zsm( g)) _9l/2 ( \{)
1/2
Wa :u;/2=21/2( (+2k7r> + i sin <—|—2k7r>)
2 2
k=0 w20=21/2 cos il + i sin ] =921/2 —&-z@
’ 3 3 2
3
k=1: wyi= 91/2 (cos (5?:T> +zsm( )) 91/2 ( \{)

Merker sa av lgysingane w; g, w1, w2, 0g we 1 i det komplekse planet:

A

1 AN




OPPGAVE 2

a)

Finn grenseverdien

Svar

s s

-3 —@-3)
lim —2 = lim ———2¢

z—(Z)~ COSZT z—=(Z)- COST

Dette er et grenseuttrykk pa den ubestemte formen [0/0]. Kravene for bruk av I’'Hopitals regel
er oppfylt siden f(z) = 7/2 — z og g(x) = cosz er deriverbare og lim, ,(x) g'(x) £ 0.

lz— 35| -1 1

li = i = =1 1
ac—>1(r§)— cosT z—)l(rg)— —sinz  sin(w/2) (1)
b) Anta at f(zx) er kontinuerlig og deriverbar overalt. Anta vidare at f(x) har to rotter (dvs det
eksisterer to tal x1 og xo slik at f(x1) =0 og f(z2) =0). Vis at f'(x) ma ha minst ei rot.
Svar
La rottene til f(x) vere x = a og = = b, sidan f(x) er kontinuerlig og deriverbar ma det i folge
MVT eksistere ein ¢ € (a, b) slik at
/ f)—fla) 0-0
= = =0
Altsa viser mellomverditeoremet/sekantsetningen at det ekisterer minst eit tal ¢ slik at f/(c) =
0, dvs at c er ei rot til f/(x).
OPPGAVE 3

a)

Vis at likninga Ilnx = sinx har ei lpysing pa intervallet [7/2, 7).
Svar

La f(z) =sina — Inx. Vil vise at f(z) = 0 for ein « mellom 7/2 og 7.

f(r/2)=1—-1n(x/2) >0
f(mr)=0—1In(r) <0

Sidan bade sinus og den logartimiske funskjonen er kontinuerlig pa det oppgitte intervallet har
me fra middelverditeoremet/skjeeringssetningen at det eksisterer eit tal ¢ € (7/2,7) slik at

f(e)=0.

Bruke Newtons metode for a finne nullpunktet til likninga f(x) = Inz — sinx pa intervallet
[7/2, 7], med to desimalars npyaktighet.

Svar

Newtons metode

Tn4+1 = T — fl(.’lﬁ )
n




f(z) =Inz —sinz og f'(xr) = L — cosz. Vel startpunkt zo = 2

X

_ . flwo) _, In(2) —sin(2)
L f' (o) =2 0.5 — cos(2)
z1 = 2.2359
Ty = 2.2192
r3 = 2.2191
OPPGAVE 4

Finn 1. ordens Taylorpolynom med restledd til funksjonen
f(x) =sinz — cosx

om punktet x = 7. Estimer f(3), er den tilnerma verdien for stor eller for liten (begrunn utan a
bruke kalkulator).
Svar

flm) =1
f(x) =cosz +sinz; f(7)=—1
" (x) = —sinz + cosx

1. ordens taylorpolynomet, Pj(x) til f(z) med restledd E;(x) er gitt ved

f(2) = Pila) + Br(@) = f(n) + £/ (m)(x = ) + 5 f(5) = m)?
coss —sins

5 (x —m)? der s € [3, 7]

=1—(x—m)+

Ein tilnserma verdi til f(3) er
fB)=Pi(3) =1+7m—3=1.14159265
cos s—sin s

Restleddet F(3) = <ss-sns(3 — )2 Nar s € [3,7] er coss negativ og sins positiv altsa vil

cos s —sin s vere negativ. Sidan faktisk verdi er lik tilnserma verdi pluss feil (f(3) = P1(3)+E1(3)),
og feilen er negativ vil den tilnsgerma verdiaen vere for stor.

OPPGAVE 5

Lay= f(x) der

1n<2_”3), 1<z<0
J@)=q 2

x — a3, 0<x<1

a) Bruk definisjonen av kontinuitet og den deriverte i eit punkt og avgjer om f(x) er kontinuerlig
og/eller deriverbar i punktet x = 0.

Svar:
f(z) er kontinuerlig i punktet = 0 sidan
xl_i,%l_ f(z) = In(%)=0,
. o 03—
wl—l>%l+ f(z) = 0-0°=00g
f) = o.



f(x) er ikkje deriverbar i punktet z = 0 sidan

. _ A 1 2—h
lim LOHW=FO) _ n(;;rz)
h—0— h—0— .
= lim =% = —1 ved L’Hopitals regel, medan
h—0— 1 5
lim f(0+h})L—f(0) lim h—hh
h—0+ h—0+
= lim =02 =1
h—0+ 1

b) Er om x = 0 er eit vendepunkt? Grunngi svaret.
Svar:
Definisjon av Vendepunkt (jamfgr Adams: Calculus - A Complete Course( s.240))
Punktet (z, f(xo) er eit vendepunkt til kurva y = f(x) viss folgjande to foresetnader er oppfylt:
a) grafen til y = f(x) har ei tangentlinje i © =
b) f”(z) har ulikt forteikn pa kvar si side av zg

Vi fann i a) at f(z) ikkje er deriverbar i z = 0 og at f(x) ikkje har ei tangentlinje i = 0.
Foresetnad a) i definisjonen for vendepunkt er ikkje oppfylt altsa er x = 0 ikkje eit vendepunkt.

c¢) Vis at f(x) for x € [—1, 0) har ein invers funksjon g(x) = f~1(x). Finn denne inversfunksjo-

nen.
Svar:
f () er kontinuerlig og f/(z) = 5 < 0 for —1 < & < 0, s& den har difor ein invers pa dette
intervallet.
2
x = In (y—g)
et = 2—735
y
(y+2)er = 3y
yle*+1) = 2—2¢e*
2—2€”
1 b 2em§e%
f (x) = Temt1
OPPGAVE 6

a) Rekn ut det ubestemte integralet

/sin (2x) /1 + cos? (z) dz.

Svar:
Nyttar identiteten sin(2z) = 2sin(z) cos(x) og substituerar:
u = cos?(x) — du = —2cos(x)sin(r)dr. Dette gir:

/sin(Qx)\/ 1+ cos?(z) dez = /QSin(x) cos(z)vV1+u du

—2 cos(z) sin(x)
2

2
:—/\/1+udu: —§(1+u)3/2+C=—§(1+cosz(x))3/2+c

b) Rekn ut det ubestemte integralet

[ (o () o



Svar:
Nyttar delvis integrasjon : [ u(z)v'(z)dz = u(z)v(z) — [/ (z)v(z)dz,

1
-1
u(z) = tan™ ' () = u'(x) = 522
d 1 1
'Ul(l') = a <‘/E2) = 'U(m) = ?7
dermed:

_ d 1 _ 1 1 1
/(ta“ 1(””)dx(x2>> demtne) - [

Integralet I = [ dx finn vi ved a nytte delbrgksoppspalting:

1
(1422)x?
1 A B

ArD2 2 1+a2
1= A(1 +2?) + Ba?
2 1=A
z2: 0=A+B— B=-1

1 1 1 1
I = — _dx= = \Vdr=—-=—tan—!
/ (14 22)a? v / <x2 1+ x2> o o ()

Set saman:

/ <tan1( 4 ( 1 )) dp o BT @) tanil(z)—}—é—}—tan*l(z)-kc _tanl(@)(1+2%) +a

dz 2 2

x

c) Finn arealet mellom y = e™* og x-aksen, til hggre for x = 0.

Svar:
A finne dette arealet tilsvarar a lgyse integralet:

R—o0 R—o0

R
A= / T dx = hm e %dx = lim [—e*m]f = lim (—e*R + eo) =0+1=1.
0

OPPGAVE 7 NB: Du kan lgyse oppgave b) utan a ha lgyst a), og ¢) utan a ha lgyst b).

a) Innsida av eit tenkt boblebad er symmetrisk om ein tenkt y-akse, og eitkvart vertikalt tverrsnitt

gjiennom denne aksen er avgrensa av linja y = 0 og likninga y = z (sya figur). Vis at
innervolumet til boblebadet som funksjon av hogda h (i meter) til vatnet over botn er gitt ved
™ h
V(h)=Z(h*+
(h) = 202 +3)
Svar

Alternativ 1
Bruker skivemetoden og integrerer med omsyn pa y.

1. Teikner, merker av ei linje som star vinkelrett pa rotasjoneaksen og finn likninga for tver-
snittet r(y) = Jy+1/4

2. Finn arealet av sirkelen som vert danna ved a rotere tverrsnittet om x-aksen:

Aly) = mr() =y + )



3. Integrasjonsgrenser: y =0ogy =~h

4. Finn volumet ved & integrere:

h h 1 T h
= A = — = — 2 — .
\% /o (y)dy W/O y+4dy 2<h + 2)

Alternativ 2

Bruker sylinderskal metoden og integrerer med hensyn pa x. Forskyv omradet +1/4 vertikalt
slik at volumet me vil finne er omradet under y = h+1/4 og over y = 22 der = € [0, /h + 1/4]
minus omradet under y = 1/4 over y = 2% der z € [0,1/2]. Sja figur:

Ny _ .2
h+ 1 fy =@

Integrasjonsofmradet

=

Vh+1/4 1/2
V:27r/ (h+1/47x2):£dx727r/ (1/4 — 2*)xdx

0 0

1 1 1 ,1Vh+1/4 1 1 q1/2
-9 - N2 4 9 .

W[Q(h+4)x 4”3}0 ”[8 4”"}0
1 1 1.1 1, 1,1 1
=250+ P+ =3+ ) - 55 - 1)
Tz L oLy e b
_2< T3 16>_2(h 2)

b)  Volumet av vatnet i boblebadet aukar med 0.01m?/min, ndr det vert fylt med vatn. Anta at
volumet av vatnet i boblebadet er ein lineer funksjon av tida t og at det er tomt nar vatnet vert
slatt pa. Finn vatnhggda, h(t), i boblebadet som funksjon av tida t.

Det tar 25 minutt a fylle badekaret, kor hgg er vannstanden nar badekaret er fult?

Svar

At volumet av badekaret er ein lineser funksjon av tida betyr at V(t) = at + b me har oppgitt
at dV/dt = 0.01:

av.

E—a = a = 0.01



d)

Karet er tomt na springen vert opna, dvs V(¢ = 0) = 0, altsa er b = 0, Og V = 0.01¢. Sidan
bade h og V er positive, er V eintydig og me finn A(V)

il 2V
= (p2 4+ = B2 h——
V=50 +3) ="+ — =0
—0.5+4,/0.52+ 8 05+ 0.25+@
h= _
2 2 )

Her har me brukt at V = 0.01¢. Sidan A > 0 sa er

—0.5+/0.25 4 .08
h(t) =

2

Det tar 25 min a fylle karet

—0.5 + 1/0.25 + 20825
h(25) = = 0.2208

2

Dvs at vatnhggda i karet er 22 cm.

Anta at vatnet i boblebadet etter at strommen er slatt av vert avkjolt etter Newtons avkjolingslov:

dy
— =k(y —a),
g = ky—a)
der y er temperaturen til vatnet, a temperaturen til omgivnaden og k er ein konstant. Nar
strommen vert slatt av kl 2200 er vatntemperaturen 40°C (la dette vere ved tid t = 0). Lgys

differensiallikninga, dvs finn y(t) gitt ved t, a og k.

Svar
Me har den konstante lgysinga y = a. Ellers har me
1 dy _
(y—a)dt

/ y:/kdt:kt+00

In(k(y —a)) = kt + Co
(y — a) = exp(kt + Cy) = Cekt
y:a—&—C’ekt

Set me C' = 0 far me den konstante lgysinga y = a, og
y(t) = a+ Ce*t
Ved t = 0 er vatnet i karet 40°C, altsa er y(0) =40=a+C = C=40—-a og

y(t) = a+ (40 — a)e

To timar etter at strommen er slatt av har temperaturen i vatnet sunke med 5°C. Anta at
temperaturen ute held seg konstant pa 10°C, kva er da temperaturen i vatnet kl 0700 neste
morgon?

Svar

Me har oppgitt at a = 10 altsa er

y = 10 + 30e**



Bruker at y(t = 2) = 35 for a finne konstanten k

25 1.5

:1 2k 2’6:— szl —
35 0+ 30e® =e 30 = 5 n6
t 5

=1 (71 7)

Y 0 + 30ezp 5 n6

Klokka 0700 neste morgon har det gatt 9 timar sidan strgmmen vart slatt av:

9 5
y = 10 + 30 exp (5 In 6) — 2321

Det er altsa 23°C' i badevatnet kl 0700 neste morgon.

Trine Mykkeltvedt Hilde Kristine Hvidevold



