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OPPGAVE 1

Det komplekse talet z = /3 — i tilsvarar punktet eller vektoren (Rez,Imz) = (v/3, —1) i
det komplekse planet, som ligg i 4. kvadrant. Teikna inn i det komplekse plan:

Imz

VS_Rcz

Polarforma er z = r(cosf + isinf), der r er lengda pa vektoren i det komplekse planet
som tilsvarar z og # er vinkelen mellom vektoren og den reelle aksen. Difor har vi

r? = (Rez)? + (Im2)? =3 +1 =4,

og
Imz 1

" Rez 3

slik at 7 = 2 og —0 = §. Altsa er polarforma

e =2 (cos (—5) +isin(~%))

(evt. med LT i staden for —Z), som dg kan skrivast pa forma

tan(—6)

—1

[SNE]

z = 2e

Dimed er, ved de Moivres teorem,

2 = 29(COS<—%'9)+iSin(—

::29G%<3?>+mm<—
- 2 (wn(5) <o (5))

= 290+i-1)=2%=512i

)
)

w‘i’f@\ﬁ

Merknad: Her lyt ein skrive ut cos(%) + isin(5) = for a fa full pott.
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OPPGAVE 2
Gjeve € > 0. Lat 0 = min{1, §}. Da, viss
0<|z—2] <5,
vil bade

€
1 —2 < <,
1) -2 <3

og samstundes |z —2| < 1, det vil seie, —1 < z—2 < 1, som medfgrer at 1 < x < 3, spesielt
|z| > 1, som gjev

1
(2) izl < L
Dimed vil
6 6—3 3l —2 1 (2) ()
2 3| = G P S SN - FYREPYE | PO

som syner at lim, .o g = 3.
Merknad: Her finst sjglvsagt andre mogelege svar, til dgmes é = min {%, %}

OPPGAVE 3

(a) Funksjonen f er per definisjon kontinuerleg viss og berre viss lim, o f(z) = f(0). Vi
har f(0) = 1 per definisjon, og

tan~lz (x A (tan~! .
lim f(z) = limM(:) limwzlimﬁ:le,
z—0 z—0 x z—0 T (g;) z—0 1 1

ved I'Hopital sin regel i overgangen (x), sidan lim, ,otan™'z = lim, oo = 0, og den
deriverte av nemnaren x er # 0. Dimed er lim,_,o f(z) = f(0) og f er kontinuerleg i 0.

Merknad: Nokre rekna ut bae grensene lim,_,o+ og lim,_,o-, som ikkje er naudsynt.
Nokre rekna kun ut grensa utan a seie at ein lyt ha grensa lik f(0) = 1 for at f skal vere
kontinuerleg. Det gjev trekk.

(b) Funksjonen f er per definisjon derivérbar i 0 viss og berre viss grensa

f(0+h) - £(0)

(3) flgr(l) Y eksisterer.
Vi har
tan— 1 h 1 d —1
— -1 —h (x 2 (¢ h—nh
lim 7f< )~ 1(0) = lim —"—— = lim 7tan h—h (—) 1 d ( an )
h—0 h h—0 h h—0 h? h—0 % (hz)
TR 1 1-(1+h?) %
— 5 1+h2 — 1 —
nso  2h hs0 2h(1 + h?) hs0 2h(1 + h?)

lim — =0
h0 2(1+n2) 7

ved 1'Hopital sin regel i overgangen (x), sidan limj_, (tan_1 h — h) = limj,_,o k> = 0, og
den deriverte av nemnaren h? er # 0 bortsett fra i 0.
Dimed er f derivérbar i 0 (med f/(0) = 0).



Merknad: Det var diverre ein del som hevda at for & vere derivérbar, sa matte grensa
(3) ikkje berre eksistere, men og vere lik den deriverte av konstanten 1 = f(0) som er 0.
Dette er feil (og meininslaust, fordi det ikkje gjev meining a derivere ein funksjonsverdi i
eitt enkelt punkt).

Alternativ: Ein kan 0g rekne ut nokre av grensene ovanfor ved a nytte I’Hopital sin
regel fleire gonger i staden for & omskrive fgrst, men utrekningane vert meir kompliserte.

OPPGAVE 4
(a) Vihar f(x) = %:x% og reknar ut:
1
flla) = g7,
1 2 2
ey = g (5)a i =gt
slik at
f(8) = 8 =2,
1 2 1
/ g —8&873 = = —
F® = P =ym =
" _ 28 2 _ 1
P8 = =8 = =
Dimed er

Py(z) = f(8) + f'(8)(xz — 8) + f”2(8) (r—8)%=2+ i(:E —-8) — i(93 —8)2.

Merknad: Nokre skreiv dette ut som —2—5138172 + %x + %, som ikkje er naudsynt.

(b) For x > 8, seier Taylor sin formel at

B f”’(s)

(4) Jx = Pa(z) + Fa(z), der Fy(z) = 30 (z — 8)3, for ein s € (8, ).
Vi reknar ut
2 ) g 10 _s 10
ro==5 (=) ety
slik at
(5) Es(x) 10 > (z — 8)3 for ein s € (8, ).

©31.27s5  8lss
Nar 8 < z < 27, vil 8 < s < 27, slik at
5 5 5
5 < 5 < 8
81-273  8ls3  81-83

(sidan < er avtakande for positiv s), det vil seie

s3
5) ) 5)

—_— < — < 0.
312 813% 34,28



Gongar vi med (z — 8)% (som er > 0, sidan z > 8), far vi fra (f)):
5 ;
312 81s5

(2= 8)° < By(z) = —— (2 — 8)° < %@-8)3.

Adderer vi Py(z) gjev oss at

Po(z) + 3%(9; _8)% < Yz = Py(x) + Ba(x) < Po(x) + 34%8@ _8)®.

Altsa er
5 5

312~ 531441 8 31.285 ~ 20736

Merknad: Dette er den optimale lgysinga, og er den som gjev full pott. Det er og

mogleg a seie at |Ea(z)| < 34%(1‘ — 8)% = 55255 (# — 8) og dimed seie at
5
L= = K=-L
3125 7 20736 ’
eller (betre) observere at Es(z) > 0 og seie at
5) )
L og K =0.

T 34.28 7 20736

OPPGAVE 5

(a) Ved derivasjonsreglane for produkt og sum av funksjonar har vi f'(z) = [23) -e™% +
23 (e + 2] =322 e T+ a3 (—e7%) + 0 = 22 %(3 — ), som vi skulle syne.

Sidan e=% > 0, 22 > 0 or er = 0 kun for = = 0, gjev forteiknet til 3 — x at f/(x) > 0 nar
z € (—00,0) og z € (0,3) og f'(x) < 0 nar x > 3. Dimed er f veksande pa bade (—oo, 0]
og [0, 3], dvs. f er veksande pa (—o0, 3], og f er avtakande pa [3, c0).

For & finne globale maksima og minima kan ein argumentere pa fleire mater:

Alternativ 1: Globale (og lokale) maksima og minima kan kun forekome i endepunkt,
kritiske punkt (der f’ = 0) eller singuleere punkt (der f’ ikkje eksisterer) i definisjons-
mengda. Det finst korkje endepunkt eller singuleere punkt, og = 0 og © = 3 er einaste
kritiske punkt. Eventuelle globale ekstremalverdier kan difor kun forekome i x = 0 og
x = 3. Pga. monotonieigenskapane til f er det korkje (lokalt eller globalt) maksimum
eller minimum for x = 0 (sidan f veks i intervall pa bae sider av punktet). Likeleis gjev
monotonieigenskapane til f at f har globalt maksimum i x = 3. Siden det ikkje finst andre
kandidatar, konkluderer vi at f(3) = g—i—? er eit maksimum, og f ikkje har globale minima.

Alternativ 2: Sidan f er veksande pa (—oo, 3] og avtakande pa [3, 00), og kontinuerleg,
ma f ha eit globalt maksimum f(3) = % + 2 for = 3. Globalt minimum finst ikkje fordi
mgmoo f(x) = —oo (sidan e™® — 0o og x3 — —00).

Merknad: Det var ein god del mangelfulle grunngjevingar pa eksistens og ikkje-eksistens
av ekstremalverdiane.

(b) Sidan f er kontinuerleg med f(—1) = —e+2 < 0 og f(0) = 2 > 0, vil det ved
skjeringssetninga finnast eit punkt r € [—1,0] slik at f(r) = 0. Altsa har f eit nullpunkt i
[—1,0] (faktisk i (—1,0)).



Sidan f er veksande pa (—oo, 3], har f kun eitt nullpunkt her. Nar x > 3 (faktisk nar
x > 0), er det klart at f(z) > 2, slik at f har ingen nullpunkt pa [3,00). Dimed har f kun
eitt nullpunkt pa heile si definisjonsmengd R.

(¢) Newton sin metode med startverdi xg = —1 gir den tilnsgerma verdien
f(=1) (—1)3e= =1 2 —e+2 11 3 1
1‘1:—1— = — ] — = — ]| — :-1-’-7_7:_7_7
f(-1) (=1)2e- (D3 = (-1)) e-4 4 2e 4 2e

(som er &~ —0,9339397) for nullpunktet r.
Vi rekner ut

') = [ - 2?)B—z)+e - [2°B—2) = —e - 2?3 —z) +e % [6z — 327
= e " (—2*(3—12)+ 62 —32%) = * (2° — 627 + 62) = ze " (2° — 6 +6).

Sidan 22 — 6z +6 > 0 nar x < 0 og ze ™ < 0 nar = < 0, er f”(x) < 0 nar x < 0. Altsa er
grafen til f veksande og nedoverkrumma/konkav pa (—oo,0]. Tangenten i punktet x = —1
vil altsa ligge over grafen og treffe z-aksen til venstre for punktet der grafen treff x-aksen.
Sidan tangenten treff z-aksen i z1 (det er slik Newton sin metode verkar) og grafen treff
z-aksen i nullpunktet r, vil 1 < r, altsa er den tilnserma verdien for liten i forhold til den
verkelege verdien til nullpunktet.

Merknad: Ein del rekna kun ut at f”(—1) < 0. Sjolv om dette er nok til & konkludere
at grafen til f er konkav i eit lite intervall om —1, sidan f” er kontinuerleg, sa treng vi at
grafen er konveks pa heile intervallet (—1,r) for a kunne konkludere som vi gjer.

OPPGAVE 6

Vi 1ét t vere tida, s = s(t) vere lengda pa snella (mellom toppen av stanga og fisken)
og = = z(t) vere avstanden mellom punktet der fisken bit pa kroken og det tenkte skjer-
ingspunktet mellom den loddrette lina fra toppen av fiskestanga og den horisontale lina 12
meter under toppen.

5(t) 75

x(t)

Vi vil finne §'(¢) i det tidspunktet s(t) = 15 (m) nar vi veit at 2/(t) =5 (m/s).
Ved Pythagoras er

(6) 2?4122 = 52,



Alternativ 1: Implisitt derivasjon med omsyn pa t av likninga @ gjev
2z -2 (t) = 2s - §'(t),

det vil seie

G Sy = 220 VoI,

s
der vi har sett inn 2 = /s> — 122 fra ().
Set vi inn s = 15 og 2’ =51 (7)), far vi
,_VIP-12.5
=" =3.

15

Det spring 3 meter line ut av snella i sekundet i den gjevne augneblinken.

Alternativ 2: Vi finn z = /s — 122 fra (6]) og derivérer dette uttrykket med omsyn
pa t ved hjelp av kjerneregelen:

x/():dﬁ:dﬁ.@:i 32_122-@:L-s’(t),
dt ds dt ds dt  /s2 -—122

som gjev 0ss og vi kan halde fram som ovanfor.

(Vi kan 0g finne s = vz + 122 fra (6)) og derivére dette uttrykket med omsyn pa t.)

Alternativ 3: Vi set ¢ = 0 til a vere augneblinken vi er interessert i. Likning @ gjev
oss at (0) = 9. Dette saman med z/(t) = 5 gjev oss eit startverdiproblem med lgysing
z(t) =5t + 9. Fra (6)) far vi

s(t) = /x(t)2 + 122 = \/(5t + 9)2 4 122,

og dimed

St = 205t +9)-5  5(5t+9)
2/(5t +9)2 + 122 (5t +9)2 + 122
59

Set vi inn ¢ = 0, far vi det ynskjede svaret s'(0) = T = 3, som ovanfor.

Alternativ 4, variant av forrige: Vi set t = 0 til & vere den tenkte augneblinken
fisken er rett under toppen av stanga, det vil seie at £(0) = 0. Dette saman med z’'(t) =5
gjev oss eit startverdiproblem med lgysing z(t) = 5¢. Fra (6] far vi

s(t) = /x(t)2 +122 = \/(5t)2 + 122,

og dimed
2-5t-5 25t
) $(t) = - .
2,/(5t)2 + 122 (51)% + 122
I augneblinken vi er interessert i er s(t) = 15, som fra (6) gjev oss at 5t = x(t) = 9, det vil

9
seie t = %. Set vi inn dette i , far vi det ynskjede svaret s’ (%) = ﬁ
5

= 3, som

ovanfor.



0PPGAVE7

Lat h(z fo ) dt— [y g( = o (f (t)) dt som ihintet. Da er h kontinuerleg
og derlverbar pa [0, 1] med A/ (z ) = f(x) —g( ) pa [O 1] ved Fundamentalteoremet i kalkulus.
Alternativ 1: Vi veit at

0
h(0) = /O ((t) — g(t) = 0 dt

ved standard eigenskapar av integral. Opplysningane vi far gjev og at

= ["sayae= ["aty de~o.
n_Av@ﬁ—AE@ﬁ_o

Ved sekantsetninga/middelverdisetninga (MVT) eller Rolle sitt teorem har h' = f — g eit
nullpunkt bade i (0, p) og i (p, 1), altsa minst to forskjellege nullpunkt i (0, 1). Ved sekantset-
ninga eller Rolle sitt teorem ein gong til, har A’ = f’ — ¢’ minst eitt nullpunkt i mellom
desse to nullpunkta, altsa finst det eit punkt ¢ € (0,1) slik at h”’(q) = f'(q) —¢'(¢) = 0, det
vil seie f'(q) = ¢'(q).

Alternativ 2: Ved sekantsetninga/middelverdisetninga (MVT) for integraler finst det
eit tal ¢ € (0,p) slik at

0= / ) — g dt = (p—0) - (f(0) — 9(e)) = p - H(0),
det vil seie at h'(c) = 0. Likeleis finst eit tal d € (1,p) slik at
1 D 1
0 = / (F() — glt)) dt — / (F() — g(t)) dt = / () — gt)) dt

= (1-p) (f(d) —g(d) = (1—-p) W(d),
det vil seie h'(d) = 0. Dimed har A’ eit nullpunkt bade i (0,p) og i (p,1), og vi kan
argumentere vidare som ovanfor.

for ein p € (0,1) og

OPPGAVE 8
Alternativ 1: Vi lét u = €7, slik at du = e” dx = u dx, og far:

1 1 1 1 1 —
[oiqie = [ -m:/mm/‘”%u
et +1 u+1l wu (u—|—1)

= /1+udu—/ ——du = du—
u(u+1) (u+1)

= Injul—Inju+1]+C = ‘u+1‘+c (9:+1>+(1

der absoluttverditeiknet vert droppa sidan S—H > 0. (Alternativt, viss vi ikkje kjem pa
“trikset” i overgangen (t), kan vi nytte delbrgksoppspalting:

1 A B _Au+1)+Bu_(A+Bu+A4

wu+1)  w u+l  ww+1l)  w(u+1)

)



=
+

som gjevat A+ B=0o0g A= 1, det vil seie A =10g B =—1. Altsa er (+1):

som for.)
Eventuelt kan svaret og skrivast som

ln( xe+1>-I-C':lne"”—ln(em—l-l)—kC:a:—ln(em—l-l)—l-C
e

eller som

Zz
n( € )+C’:ln< 1_)+C:In1—ln(1+e““")+C=—1n(1+€I)JFC-
e’ +1 l+e7®

(Substitusjonen u = e* + 1 gjev omtrent same utrekning.)
Alternativ 2: Vi skriv om fgr vi nytter substitusjonen u = e’

/ ! dac:/1+e — dx—/ 1-— d:U—/dx/edx
e +1 er+1 ef”+1 eT+1
d
::x_/ Y fut1+C=z—In(e" +1)+C.
u+1

Alternativ 3: Vilét u =e™ %, slik at du = —e™* og far:

1 —XT
/ mz/‘ewz/‘w = —In[l+u/+C=—In(l+e*)+C.
er 4+ 1 1+e? 1+u

(Substitusjonen u = e~% + 1 gjev omtrent same utrekning.)

Alternativ 4: Vi lét u = ﬁ Da har vi e* = % —-1= 177“ og €* dx = —z—%, slik at
d du 1 du U du
u? e w2 1—u  ulu—1)
Dimed er
1 du du
dr = . = =1 -1+ C =1 C
/ex-i—l v /u u(u —1) /u—l nfu |+ . ’+
1—e*—1 e’ e’
= In|—|+C=1 Cc=1 C.
n‘ e+ 1 ‘Jr aEE n<e$+1>+
OPPGAVE 9
Alternativ 1: Sylinderskalmetoden gjev
o0 2 b 2 1 2 b
VvV = 27T/ xe " dr =27 lim rze ¥ dr =27 lim {— —e " }
0 b—oo 0 b—oo 2 0
i [, =i [ - o] = o1
= —nlm|—| =—nlm |———=|=-—70—-1| =
b—oo Ler® 1o b—oo Leb? el
(Her har vi skrive integralet f$e_”"2 dx = —%6_x2 + C' utan naerare grunngjeving, sidan

det kjem fra den opplagte substitusjonen u = 22.)
Alternativ 2: Vi lgyser y = e~ med omsyn pa x og far

z? = —Iny.



Nar z € [0,00) er y € (0,1]. Meir presist er y = 1 nar z = 0 og y — 07 nar = — oo.
Skivemetoden gjev volumet
1 1
vV = 7T/ 22 dy = lim (—=Iny) dy =7 lim [—ylny—l—y]i
0 c—0t J, c—07t
= 7lim [(-1-In14+1)— (—clnec+¢)) == lim [0+ 1+ clnc— ¢

c—0t c—0t

=7 <1+ lim clnc) =7m(1+0)=m.
c—0t
(Her har vi nytta at lim. o+ clnc = 0 er ei “kjend” grense og at [Iny dy = yIn|y|+y+C
er eit “kjend” integral.)
Merknad: Altfor mange skreiv uttrykket for volumet vi far viss vi dreier omradet om

2

x-aksen, nemleg m fooo (e de = fooo e~ 2’ dx, som ikkje var svar pa spersmalet (og

ikkje er eit integral som kan lgysast utan numeriske metodar). Det var 0g mange som

skreiv uttrykket for arealet til omradet R, nemleg fooo e’ dz, som heller ikkje var svar pa
sporsmalet, og skreiv av eksempel 8 i § 6.5 i laereboken.

OPPGAVE 10
(a) Vi omskriv likninga som
y — Ay = Bx

og multipliserer bae sider med den integrerande faktoren e~4% (fordi — Az er ein antiderivert
til A, funksjonen som multipliserer y i likninga):

y/efo _ Ayefo _ Bxefo
(yefAI)/ — Bge A?
(9) ye A% = B/;Ue_Am dz, eller
(10) y(x) = BeAz/:L‘e_Ax dz

(det er og tillate a skrive denne lgysingsformelen direkte).
Vi lgyser integralet [ ze~ 47 ved delvis integrasjon med U = z og dV = e~47 dz, slik at
dU =dzx ogV = —%e‘A’”:

/we_Ax = UV/VdU:xo <ile_Am> /(;e_Am> dz

1 1 1 1 1
= ——ge T4 1 /eAx de = ——ze % 4 —. <—€Ax> +C

A A A A
e AT (x + 1) +C.

1
A A

Fra @ far vi difor:

B 1
ye AT = —Ze_AI <ZL‘ + A> + ', med C' = BC,



10

det vil seie

(11) y(z) = —g <a: + ;) +C'e,

Vi har

B 1 B
yo = y(0) = 3 (0+A> +C'e" = —ﬁ—i-C”,

som gir C' = yg + %. Insatt i far vi lgysinga

B 1 B\ .

Merknad: Vi har delt pa A i utrekninga ovanfor, slik at vi her matte eigentleg ga ut

fra at A # 0. Viss A = 0, har vi startverdiproblemet 3’ = Bz, y(0) = yo, som har lgysinga
y(x) = %BxQ + yo. Det vart ikkje gjeve trekk for a oversja dette punktet (og det var ingen
som la merke til det!).
(b) Vi veit at tangentlina til grafen til f i punktet (z,y) gar og gjennom (0, 22+ (z+1)y),
slik at i eitkvart punkt (z,y) med = # 0 har lina stigninga
Y — (a:2+(a:+1)y) _ y—x?—xy—y B —z? —zy

= —r —
z—0 x x Y

som er lik f/(x) ved definisjonen av den deriverte til f. Dimed har vi at f oppfyller
differensiallikninga f’(x) = —y —x. Samstundes veit vi at grafen gar gjennom origo, det vil
seie f(0) = 0. Dette gjev oss same startverdiproblem som i (a) med y = f(z), A= B = —1
og yo = 0. Fra lgysinga til (a) veit vi difor at

—1

T A R R

Andreas Leopold Knutsen



