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OPPGAVE 1
Det komplekse talet 7+ — 1 har reell del —1 og imaginger del 1 og tilsvarar dimed punktet
eller vektoren (—1,1) i det komplekse planet, som ligg i 3. kvadrant. Teikna inn i det
komplekse plan:
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Polarformen er z = r(cosf + isin @), der r er lengda pa vektoren i det komplekse planet
som tilsvarar ¢ — 1 og 6 er vinkelen mellom vektoren og den reelle aksen. Difor har vi
=+v2o0g 6= %Tﬂ‘ Altsa er

i—leﬁ(msCT>+d$nCT>>,

som 0g kan skrivast pa formen
- 37
i—1=+2e"7,

(i-1)° = V?OG%<T' >+wm< ))

= 2° (cos (12%) ( >>
= 2° (cos (4- 2w———)-+2“n< 2W_'7))
o () 160 ()

Dimed er



OPPGAVE 2
Gjeve € > 0. Skal finne 0 > 0 slik at

(*) |(2®+42—3)—2| <€ nir 0< |z —1| < 4.
Lat 6 = min{1, £}. D4, viss
0<|z—1] <9,
vil bade
(1) [z —1] <

€
77
og samstundes |z — 1] < 1, det vil seie, —1 < x — 1 < 1, som medforer at 5 < z 4+ 5 < 7,
spesielt

(2) |z + 5] < 7.

Dimed vil

(2)
‘m2+4m—3—2‘:|x—1|\m+5|2|1‘—1|-7< T =¢,

som syner at (x) er oppfylt.

OPPGAVE 3

Funksjonen f er per definisjon kontinuerleg i 1 viss og berre viss lim,_,; f(x) = f(1), det
vil seie viss og berre viss ¢ = lim,_,; f(x). For a rekne ut grensa nyttar vi skviseteoremet:
vi har

1
cos< 1>‘§1for:n7§1

xr —

og dimed, ved a multiplisere med |In z|:

Inz| -

cos (JL)‘ <|lnz| for z € (0,1)U(1,00),
som gjev 0ss

—|Inz| < (Inz) cos <1:11> <|lnz| for z € (0,1)U(1,00),
Sidan lim,_1 [Inx| = 0, gjev skviseteoremet oss at

hmf@y:mnmmn%( ! ):0

z—1 r—1 x—1

Dimed ma ¢ = 0.
Merknad: Vi kunne og starta med

1
—1§COS< )glforx;«él
r—1

og multiplisert med Inz. D& matte vi hugsa pa & snu ulikskapane nar Inx < 0, det vil seie
nar z € (0, 1), og vi ville fatt dei to tilfella:

—Inz < (Inx) COS<
x_

1
1) <lnz for z € (1,00)



og

1
—Inz > (Inx) cos <1> >Inz for z € (0,1),

1 1
og skviseteoremet ville gjeve oss lim (Inz)cos ( —— | =0o0g lim (Inz)cos | —— | =
T—1+ z—1 z—1- z—1

1
0, som igjen ville gjeve oss lim (In x) cos <> =0.
z—1 1

OPPGAVE 4
For a grunngje at f har ein invers funksjon, syner vi at f er ein-til-ein.
Vi har
+ 322,

() — otan™! d -1 2 _ _tan™!
fi(z)=¢€"" x'%tan x4 3z° = e m'xQ—}—l

som syner at f’(z) > 0 for alle z € R. Dimed er f strengt vaksande, og dimed ein-til-ein,
for viss x1 < o, da er f(z1) < f(x2), og spesielt er da f(x1) # f(z2).

Alternativt syner Rolle sitt teorem direkte at f er ein-til-ein, for viss f(x1) = f(x2)
og w1 # xa, seier teoremet at det finst ein ¢ mellom z1 og 9 slik at f'(¢) = 0, som er ein
motsetnad. )

Sidan f(0) = e 0403 =€+ 0=1,er f71(1) = 0. Vi har

- 1
/O:tanlo' 0=1.
A 011"
Dimed er ) ) .
£ = 5T = 70— 1
W= R T e

Merknad: I siste line nytta vi formelen i boks

=1.

d 1
@) =
i 7))
fra §3.1 i leereboka. Vi kunne og utleie han for funksjonen i oppgava:
- —1
y=["z)=x=[fly) =" Y4y,

og deriverer vi bae sider med omsyn pa x, far vi:

etan_ly 9 dy
1 = [~ 13,2). Y
( y?+1 Y dx
dy 1
do gy
dy 1 1
=1y = _ = - — | =" =
(f ) (1) T dr =1 ctan—1y |y70 20 1302 1

2 _ed
AT T 3Y 0241



OPPGAVE 5
(a) Kurva C gar gjennom punktet (x,y) = (0, —1), fordi likninga er oppfylt for z = 0 og
y = —1: venstresida er nemleg lik e =2 sin 0+1+(—1) = 0 og hggresida er lik 2-0-cos(—7) = 0.
Vi deriverer bae sidene av likninga med omsyn pa z og omhandlar y som ein funksjon av
x lokalt rundt eitkvart punkt. (Vi gar ut fra at likninga neer eitkvart punkt (z,y) definerer
y implisitt som ein derivérbar funksjon av z.)

d d
. (e¥sinz+1+y) = T (2x cos(my))
d . d . d d d
. (e*) -sinz + er% (sinz) + T (14+y) = o (2x) - cos(my) + Qx% (cos(my)) ()
;; (eZy) . % -sinz + e? - cosx + % = 2cos(my) + 2z - (Z/ (cos(my)) - %
2e%Y sinxdy + e cosx + Z—y = 2cos(my) + 2z (—sin(my)) - 7 - ;Ly
x x x
2e% sin dy + ¥ cosx + Z—y = 2cos(my) — 27z sin(ﬂ'y)j—y
x x x

Viset inn x =0 og y = —1 og far:
0-3/(0) + e +y'(0) = ~2+0-4(0),

det vil seie
1
"0)=—-2+eH=—-(2+=],
YO =—@+e?) = (245
som er stigninga til tangentlina til kurva i punktet (0,—1). (Merk at vi og kunne setje inn
x =0,y = —1 allereie i likninga (f), som ville gjere utrekninga kjappare, sidan forste ledd
til venstre og siste ledd til hggre vert 0.) Likninga for tangentlina er dimed

y—(=1) = y(0)(z-0)
y+1 = —(2—1-612)33

(b) Kurva skjer z-aksa i punkt som oppfyller likninga for y = 0. Set vi inn y = 0 i
likninga, far vi:
e’sinz + 1+ 0 = 2z cos(0)
det vil seie
sinx +1—2x =0.
Loysingane til denne likninga tilsvarar nullpunkta til funksjonen

f(x) =sinz + 1 — 2x.

Sidan f(0)=1>00g f(1)=sinl+1—-2=sinl—-1<1—1=0, og f er kontinuerleg,
har f eit nullpunkt i intervallet (0,1) ved skjeringssetninga. (Vi treng ikkje nytte z = 1,
men vi ser lett at f blir negativ for stor nok z sidan sinx + 1 < 2 og 2z — o0.)

Sidan f/(x) = cosx — 2 < 0 for alle x, har f hggst eitt nullpunkt. Anten kan dette
grunngjevast med at f er strengt avtakande pa grunn av negativ derivert (pa heile defin-
isjonsmengda, som er eit intervall), eller ved Rolle sitt teorem direkte, som seier at viss
f hadde hatt to nullpunkt, ville vi hatt minst eitt punkt i mellom nullpunkta der den
deriverte til f var null.



Vi har synt at f har eitt og berre eitt nullpunkt. Vi har dimed synt at kurva C skjer
z-aksa i ngyaktig eitt punkt, og at dette punktet ligg mellom z = 0 og = = 1.

PS: Her er, for dei nyfikne, ei teikning av kurva C' i planet. Kurva har eitt skjeringspunkt
med y-aksa, nemleg punktet (0,—1) fra (a), og eitt skjeringspunkt med z-aksa, som ein
skulle syne i (b).
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OPPGAVE 6

(a) Vi har per definisjon at

2
ln2:/ ld$.
1 T

Trapésmetoden med to delintervall av lik breidd [1, %] og [%, 2] gjev tilnserminga In 2 ~ T5,
der T5 er summen av areala til dei to trapesa definert av dei rette linene gjennom endepunkta
til grafen til % pa kvart av delintervalla. Dei to trapesa har dimed to parallelle sider av
lengd 1 og 3—}2 = %, hgvesvis ﬁ = % og %, i avstand % fra kvarandre. Dette gjev at

T_1 1 1+2 +1 1 2+1 11 1+4+1 17
27979 3/ 2 2\3 2/ 2 2 3 2)  24°

Sidan % er konkav, vil summen av arealet til dei to trapesa vere litt stgrre enn den verkelege
verdien til det bestemte integralet. Dimed er In2 < %.

Samstundes er | (%)” | = |m%,| < 2pa|l,2], slik at teoremet for feilestimat ved trapésmetoden
gjev at
2 3
1 2.(2—-13 1
m2-Tl=|[ —de-Tp| <22 — —
02 =13 /1:1c TR0 Ty

Dette gjev at
In2 e 17 1 17 B 2 17
BeS 0o T o oa) T3 oa )

(b) Viset f(z) =Ilnx. Taylor sitt teorem seier at
(3) f(z) = Po(x) + En(x),



der

/ f"() 2
Pa(z) = f(1) + f()(z = 1) + ———(z - 1)
er Taylorpolynomet til f(z) = Inx av orden 2 om punktet 1 og
f///(s) 3 )
Es(x) = 3l (x —1)°, for ein s mellom 1 og z.
Vi har . . )
/ 1! "
Dimed er
1 —1/12 1
Py(z)=Inl1+ T(x —-1)+ 2/(33 12 =(x-1)- 5(3} —1)2
og
2/ 1
Es(x) = /68 (z—1)3 = @(.ﬁ —1)3, for ein s mellom 1 og .

Fra far vi

1 1
Inz=(z—1)— =(x— 1)+ =—(z — 1)3, for ein s mellom 1 og z.

2 3s3
Set vi inn & = 2 far vi
1112:(2_1)_1(2_1)2+L(2_1)3:1+i for ein s € (1,2)
2 3s3 2 3s3’ e
Nar s € (1,2), vil
1 1 1 1 1

Dimed er

det vil seie

OPPGAVE 7

Vi har > xsinz nar x > 0 (sidan 1 > sinz og multiplikasjon med x endrer ikkje
ulikskapen nar z > 0). Difor ligg kurva y = z over kurva y = zsinz mellom z = 0 og
r = 3, der kurvene skjer kvarandre. Arealet er dimed gjeve ved

Wl

/ (x —zsinzx) dz.
0
Vi lgyser det eine integralet vi treng ved hjelp av delvis integrasjon med
U=z dV =sinxdz, slikat dU =dx V = —coszx.
Da har vi
/xsinx dex = /UdV = UV/V dU =z - (—cosx) — /(cosx)d:v

= —gcosx +sinx + C.



Vi gar attende til arealet vi skulle finne:

™

3 : 1, Rk
/ (x —zsinz) dv = |-x*+zcosx —sinz
0 2 0
5 (3) + 5o (3) -m(3) -0
= -(= - —)—sin(=)—
2\2) T2\ g) T3
2
- T
8

PS: Her er ei teikning av korleis kurvene y = z (i raudt) og y = zsinz (i blatt) ligg i
hgve til kvarandre i planet.
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OPPGAVE 8
ALTERNATIV I: Vi multipliserer likninga

d

YW . 22y = 22

dx

med den integrerande faktoren

1
@) kor p(z) = gxg (ein antiderivert til z2).

Da far vi
1.3 1.3 1.3
6333 'y/+€3z ‘5[,‘2y — 632 $2
1.3 1.3\ 1.3
e3® 'y/_’_ (631 ) y = e3® $2
1.3 ! 3 2
es® y) = et (1)
1.3 1.3
est .y = /633” 22 dx
3 * 1.3
e3” ® e +C



(Det vert ikkje gjeve trekk for a nytte lgysingsformelen y(z) = e —p@ f eM@) 22 da 1 boks
i laereboka i §7.9, som (i praksis) gjev (f) direkte.) I overgongen () nytta vi at vi sag at

€3 :1: er den deriverte til e3°. Om vi ikkje ser dette med ein gong, nyttar vi subsitusjonen
u= 390 slik at du = d"dx = a:2dx og vi far

/e§m3x2 dx:/e“du:e“—i—C:eéxs—{—C.
Vi set inn startverdien y(0) = 5 i den generelle lpysinga vi har funne og finn C":

5=y0)=14+C"=14+C = C =4.

Dimed er
ylz) =1+ 4737

ALTERNATIV II: Vi omskriv differensiallikninga som

dy 2
79 1—
Ir r*(1-y),

som er separabel. Sidan startkravet y(0) = 5 eliminerer den konstante lgysinga y = 1, kan
vi dele bae sider med y — 1:

L dy _ o
1 —yda:
1 dy 9
y—ids ~ "
1 d
el dr = —z%dx
Yy — lda:
/ dy = —/$2 dx
1
Injly—1| = -3 z®+C
ly -1 = 6”ﬁ+c
y-1l = O (=)
y—1 = +Ce 5
y—1 = C”e_%xg (C// _ :I:C/)
y = 37" 41,

Som i fgrre alternativ, gjev startkravet y(0) = 5 den same lgysinga som for.

OPPGAVE 9

(a) Volumet V av vatn i karet nar vannhggda er h er volumet av rotasjonsleikamen vi
far nar vi dreier omradet avgrensa av

y=0, y=h, z=[f(y), =0



om y-aksa. Ved skivemetoden er dette lik

h
(4) v=r [ () i
0
Torricelli si lov seier at det finst ein positiv konstant &k slik at
dv
5 — = —kVh.
(5) g7 Vh
Set vi saman og og nyttar kjerneregelen og fundamentalteoremet i kalkulus, far vi

d d dh d
hh= W AV dh

h
= = (7 [ Gwr )W = w2

Altsa er
PP K@) = 2V,

som er det vi skulle syne (med K = %)
(b) Set vi inn f(y) = ¥y, /sin (%) i differensiallikninga fré (a), far vi

(6) Vhsin (?) W(t) = —KVh,
det vil seie
(7) sin (“’:) () = —K.

(Her har vi gatt ut fra at h # 0. Tilfellet A = 0 er riktignok ei (konstant) lgysing pa @,
men han kan vi sja bort fra, sidan dei gjevne opplysingane i oppgava seier at tanken er full
i byrjinga.) Denne differensiallikninga er separabel, og vi har

/sin (?) dh = —K dt

2 h
——cos <W> = —Kt+C
us 2
wh Kr Cr
cos | — = —1t——
2 2 2
Ved a setje A = % og B = —%, kan vi forenkle til
cos <7T2h> = At + B.

Vi har fatt opplyst at h =2 nar t =0 og h = 1 nar £ = 1. Desse opplysningane gjev dei to
likningane:
—l=cosm = 0+ B

0:(:08(%) = A+ B,

som gjev A =1o0g B = —1. Altsé er

(8) cos <7r2h> =t—1.



10

Karet er tomt nar h = 0, og set vi dette inn i , far vi
1l=cosO0O=1t—1,

det vil seie t = 2, altsa:
Karet er tomt etter 2 timar.

OPPGAVE 10
Vi har per definisjon at

o) o) = i LN 1Oy, S0 =S10)

T—>cC €T —cC

ALTERNATIV I: Opplysingane seier at f er kontinuerleg pa [c, x] og derivérbar pa
(c,z) nar ¢ < x < b, og likeleis at f er kontinuerleg pa [z, c| og derivérbar pa (z,c) nar
a < x < c. Vikan dimed nytte sekantsetninga som seier at det finst ein s mellom ¢ og =

slik at

Nar x — ¢ vil s — ¢ (sidan s ligg mellom ¢ og z), slik at
f'(c) = lim J@) = /() = lim f/(s) = lim f'(s).
T—cC €T —C T—C s—c

Opplysingane i oppgava seier at denne grensa eksisterer. Dimed er f derivérbar i ¢ med
f'(¢) = limg_;¢ f'(s), som syner at f” er kontinuerleg i ¢ 0g.

PS: Litt meir detaljar om kvifor lim,_,. f/'(s) = lims. f'(s): Set L = lim,. f'(z).
Gjeve € > 0. Vel § > 0 slik at |f'(z) — L| < e nar |x — ¢| < §. Men om |z — ¢| < §, da er og
|s — ¢| < § (fordi s ligg mellom ¢ og z), og dimed er og |f'(s) — L| < e.

ALTERNATIV II: Sidan f er kontinuerleg i ¢, vil per definisjon liLn (f(x)— f(c) =
r—cC

f(c) = f(c) = 0. Vi kan difor freiste med I'Hopital sin regel for a rekne ut grensa i @,
sidan bade f(z) — f(¢c) > 0o0gx —c— 0, og %(x—c)zl;é():
lim % (f(z) = f(2)) = lim L(x) = lim

T—C % (33 — C) z—c 1 z—c

f'(z).

Opplysingane i oppgava seier at denne grensa eksisterer. Dimed gjev I’Hopital sin regel at
f'(¢) = lim,_,. f'(z). Dette syner bade at f derivérbar i ¢ og at f er kontinuerleg i c.

Andreas Leopold Knutsen



