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OPPGAVE 1
Nytt matematisk induksjon til & syne at den n-te deriverte til funksjonen
fl@)=Im(2z+1), z€ (—3,00)
er gjeven ved X
f(")(x) _ (_1):2;?(17;: 1)!

for alle heiltal n > 1. (Hugs at 0! = 1.)

Loysing: Vi har f/(z) Den gjevne formelen for n = 1 seier

= 2x1+1 2= 212+1'
() = (—1)22%0! _ 2
x4+ 1)1 (2z+1)

slik at formelen stemmer for n = 1.

Ga na ut fra at formelen stemmer for n = k, der k£ > 1 er eit vilkarleg heiltal, det vil
seie at:
(—1)k+HL2k(k — 1)

1) = (2 + 1)F

Daer

0w = (19@) = 2=t ()

(27 +1
= (—UhHQWk—1ﬂ~(—k-ChA}”kH-2>
- (—1)k+1-(—1)-2k~2-(k—1)!-k-W
= p4ﬁ”-ﬁﬂnm.@x;zwﬂ

(_1)k+22k+1k!
(2x + 1)k+1 7

som er den gjevne formelen insett n = k + 1. Vi har dimed synt at viss formelen held for
n =k, der k > 1 er eit vilkarleg heiltal, da gjeld han og for n = k + 1.
Vi har dimed synt den gjevne formelen ved matematisk induksjon.

OPPGAVE 2

Nytt den formelle definisjonen av grenseverdi (“e-d-definisjonen”) til & syne at

lim (ac2 — 5x+2) = &.

z——1



Lgysing: Gjeve € > 0. Skal finne ¢ > 0 slik at
(*) |(2* =5z +2) —8| <e nar 0< |z— (1) <4.

Har
(1) |(2* =52 +2) — 8| =|2® —ba — 6| = [z + 1| - |z — 6|.
Viss til dgmes
(2) lz+ 1| <1
har vi

—l<z4+1<1l<= -8<zx-6<—6= |z —6|] <8,

slik at
(3) |z +1|- |z — 6] < 8|z +1].
Viss d& samstundes
(4) w1l <5,
vil
(5) 8|x+1|<8-§:e.

Lat da 0 = min{1, g}. Da, viss
0<l|z+1] <39,

vil bade og vere oppfylde, og , og syner at (x) er oppfylt.

OPPGAVE 3
Finn konstanten c slik at funksjonen

e2r — 1

f(l‘) _ sin™! (CC),

vert kontinuerleg i 0.

Lgysing: Funksjonen f er per definisjon kontinuerleg i 0 viss og berre viss lim,_o f(z) =
£(0), det vil seie viss og berre viss

(6) c= lii% f(z) = lim

For a rekne ut grensa nyttar vi [’Hopital sin regel, sidan

lime*?* —1=¢"—1=0 og limsin'z=sin"10=0
z—0 z—0
og
(sin_1 x)/ -t # 0 (i ein punktert omeign om 0).
V1—2?
Vi har )
2z 2z 0
et —1 2 2
1im(7),:lim S )



Dimed er lim,_.q 621_2 = 2 ved I’Hépital sin regel. Fra (@ konkluderer vi difor at ¢ = 2.

sin—!

OPPGAVE 4

Avgjer om funksjonen

xsin (z) cos (12> , T #0;
f@) = )
0, z=0

er derivérbar i 0.

Lgysing: Funksjonen f er per definisjon derivérbar i 0 viss og berre viss

f(O+h) = £(0)

}llil% Y eksisterer.

_>

Vi har
. f(h) = £(0) . hsin (h) cos (%) o 1
1 —_—_—mm 1 = 1 T .
TR T e () <05 | 5z

For a rekne ut denne grensa nyttar vi skviseteoremet: vi har

1
COS 2

og dimed, ved a multiplisere med |[sin (h)]:

<1 for h#0

sin ()] -

1
cos <h2>’ <|sin (h)| for h #0,
som gjev 0ss
1
— |sin (h)| < sin (h) cos (h2> < |sin (h)| for h #0,

Sidan limy_,o |sin (h) | = 0, gjev skviseteoremet oss at

. 1
}llli% sin (h) cos <h2> =0.

Altsa eksisterer grensa og f er derivérbar i 0.

Merknad: Vi kunne og starta med

1
—1§cos<h2>§1 for h #£0

og multiplisert med sin (h). Da matte vi hugsa pa a snu ulikskapane nar sin (h) < 0, og vi

ville fatt dei to tilfella:

—sin (h) < sin (h) cos <h12> <sin(h) for h e (0,m)

0g

—sin (h) > sin (h) cos <}32> > sin (h) for h € (—m,0)



1 1
og skviseteoremet ville gjeve oss hli}rgh sin (h) cos <h2> =0 og hl_i)r(r)lﬁ sin (h) cos <h2> =0,
1
igj ille gj lim sin (A — | =0.
som igjen ville gjeve oss lim sin (h) cos hz)
OPPGAVE 5

Syn at kurva gjeven ved likninga
2zy +siny = 27
gar gjennom punktet (1,7) og finn likninga til tangentlina i dette punktet.

Loysing: Kurva C' gar gjennom punktet (x,y) = (1,7), fordi likninga er oppfylt for
xz =1 og y = m: venstresida er nemleg lik 2 -1 - 7 + sin () = 27, som hggresida.

Vi deriverer bae sidene av likninga med omsyn pa z og omhandlar y som ein funksjon av
x lokalt rundt eitkvart punkt. (Vi gar ut fra at likninga neer eitkvart punkt (x,y) definerer
y implisitt som ein derivérbar funksjon av x.) Stigninga til tangentlina i punktet (1,7) er
da % i dette punktet.

d d
dy dy
2 20 —= = =0
Y+ xdm +cosyd$
dy
2 2 — = 0.
y+ (2x + cosy) .
Set vi inn x = 1 og y = m, far vi:
dy
27 4+ (2 -1+ cos) %L’tf:Ly:W = 0
dy
2m + %kx:l’y:ﬂ— == 0
det vil seie
dy’ _ o
dx $:17y:7r — .

Stigninga til tangentlina er dimed —27 og likninga for tangentlina er
y—m=-=2m(x—1)
det vil seie

(7) y = —27x + 37.

Alternativt kan vi 0g omhandla x som funksjon av y og derivere likninga implisitt med
omsyn pa y:

d d
cTy (2zy +siny) = cTy (2m)

d
Q—xy—i—Qx—i-cosy =
dy



Set viinn z =1 og y = 7, far vi 27T%|x:17y:7r +2—1=0, det vil seie fi%|x=17y=7r = —%.

Her lyt vi vere varsame, for dette er stigninga til tangentlina med rollene til  og y bytta
om. Likninga til tangentlina vert dimed

1
1= —— (y—

som gjev 0ss som fgr etter ein liten omskriving.

Atter alternativt kan vi lgyse likninga som definerer kurven med omsyn pa z og finne
det eksplisitte uttrykket for  som funksjon av y:

2 —siny
r=————"".
2y

Da kan vi finne den deriverte av x med omsyn pa y ved hjelp av den vanlege kvotientregelen:

dz  —cosy-2y— (2m —siny) - 2

dy 492

Set viinn x =1 og y = m, far vi %b;:l,y:ﬂ- = —% som i fgrre alternativ, og vi kan rekne
ut likninga til tangentlina som ovanfor.

OPPGAVE 6

Grunngje at funksjonen
f(x)=In (;1:2 —2z+2), z € [1,00),
har ein invers funksjon f~! og finn eit uttrykk for f—1.

Lgysing: For a grunngje at f har ein invers funksjon, syner vi at f er ein-til-ein.
Vi har
1 d

F@) = gy a2+ =

1 2z —1)
Y 2z-2)= T
x? —2x 42 (22 -2) (x—1)2+1

Vi har difor f/(x) > 0 for z > 1, slik at f er strengt vaksande pa [1,00), og dimed ein-til-ein,
for viss x1 < o, da er f(z1) < f(x2), og spesielt er da f(x1) # f(z2).
Alternativt syner Rolle sitt teorem direkte at f er ein-til-ein, for viss f(x1) = f(x2) for

x1,x9 € [1,00) 0g o1 # x9, seier teoremet at det finst ein ¢ mellom 1 og 2 og dimed ein
¢ € (1,00) slik at f’(¢) = 0, som er ein motsetnad.

Atter alternativt si er 22 — 2z + 2 = (z — 1)? + 1 strengt vaksande for > 1 og
dimed ein-til-ein. Sidan Inx er strengt vaksande og dimed ein-til-ein, er og In(z? — 2z + 2)
ein-til-ein, for viss z1 # xa, er 23 — 221 + 2 # 23 — 279 + 2 (sidan 22 — 22 + 2 er ein-til-ein),
og dimed In (ac% — 221 + 2) #In (a:% — 229 + 2) (sidan Inz er ein-til-ein).

For & finne uttrykket for den inverse funksjonen f~!, lgyser vi likninga

y:ln(m2—2$+2)



med omsyn pa z for x € [1,00)

y = 1n(x2—2x—|—2)

(8) eV = x2-2242
e = (z—172%+1
ey —1 = (x—1)>

(9) +Vev -1 = z—1
Her er det det positive forteiknet vi ma velje, sidan « > 1:
Vev -1 = z-1
(10) Vev —1+1 = =«
Dette syner at f~1(y) = ve¥ — 1+ 1, eller
“Hx)=Ver —1+1.

Merknad 1: Vi kunne sjglvsagt og skreve som 22 — 2z +2 — €Y = 0 og nytta

lgysingsformelen for andregradslikningar: z = s 4_42'1'(2_611) = v =14V —
som gjev o0ss

Merknad 2: Det vart ikkje ekplisitt spurd om definisjonsmengda til =1, men det vert
gjeve “pluss i margen” til dei som finn han: Definisjonsmengda til f~! er lik verdimengda
til f. Sidan f er vaksande er f(z) > f(1) =In1 = 0 og sidan 22 — 22 +2 — 0o nar x — oo,
vil mll)nc}o f(z) = co. Sidan f er kontinuerleg, er verdimengda til f lik heile intervallet [0, co)

ved skjeringssetninga, slik at definisjonsmengda til f=1 er [0, 00).
Merknad 3: Kjeda av likskapar ovanfor syner at
y = f(x) zln(:cz—2:v+2) = r=veV—141, for xze€[l,0).

Dette kan 0g nyttast til & syne at f er ein-til-ein, sidan

f(@1) = fa), 21,22 € [1,00) = 21 = V@)1 + 1 = w2)=1 4 1 = go.
OPPGAVE 7

(a) Syn at likninga z3e® = 1 har ngyaktig ei lgysing (pa heile R) og at lgysinga ligg i
intervallet (0,1).
(b) Grunngje kort at lgysinga pa likninga fra (a) er eit fikspunkt til funksjonen

T

glx) =e7s.
Utfgr sa to trinn av fikspunktiterasjon med startverdi zo = 0 for a finne ein tilnserma
verdi x9 til Igysinga og lag ei skisse som forklarar kva som skjer.
(Spesielt bgr skissa forklare om x5 er stgrre eller mindre enn den verkelege ver-
dien til lgysinga.)

Logysing (a)-~ALTERNATIV I: Lgysingane pa likninga er nullpunkta til funksjonen
f(z) = 2%® — 1.



Sidan f(0) = =1 < 0og f(1) =e—1> 0, og f er kontinuerleg, har f eit nullpunkt i
intervallet (0,1) ved skjeringssetninga

Vi har f/(z) = 322 + 2%e® = 2%e%(3 + 2). Sidan f’(x) > 0 ndr z > 0 kan f ha hggst
eitt nullpunkt pa [—3,00). Anten kan dette grunngjevast med at f er strengt vaksande og
dimed ein-til-ein pa [—3,00), eller ved Rolle sitt teorem direkte, som seier at viss f hadde
hatt to nullpunkt pa [—3,00), ville vi hatt minst eitt punkt i mellom nullpunkta, det vil
seie i (—3,00), der den deriverte til f var null.

Nar x <0, er f(x) = 2%* —1 < —1 < 0, slik at f ikkje har noko nullpunkt pa (—oo, 0].

Vi har altsa synt at f har ngyaktig eitt nullpunkt, og at dette ligg i intervallet (0,1),
som syner at likninga har ngyaktig ei loysing, og at ho ligg i intervallet (0, 1).

Lgysing (a)-~ALTERNATIV II: Sidan likninga kan omskrivast som:

Pef=le= P =P =3 —e ¥ =0,

er lgysingane pa likninga lik nullpunkta til funksjonen
h(z) = 2% —e™7.

Sidan h(0) =0—€”=-1<0o0g h(l) =1—e! =<1 >0, og h er kontinuerleg, har h
eit nullpunkt i intervallet (0,1) ved skjeringssetninga.

Vi har //(z) = 322 +e™® > 0 for alle =, slik at h kan dimed ha hggst eitt nullpunkt.
Som fgr kan dette anten grunngjevast med at h er strengt vaksande og dimed ein-til-ein
eller eller ved Rolle sitt teorem direkte, som seier at viss h hadde hatt to nullpunkt, ville
vi hatt minst eitt punkt der den deriverte til A var null.

Lgysing (b): Likninga kan omskrivast som:

3

r2e? =1 &= 2°

:e_"T(:)x:(e_x)%@»x:e 3,

w8

som syner at lgysinga pa likninga er eit fikspunkt til funksjonen g(z) = e 3.
To trinn av fikspunktiterasjon med startverdi z¢g = 0 gjev:

v = g(zo0) =
vy = g(z1) =

For & skissere grafen til ¢ med omtrent riktig stigning, legg vi merke til at ¢'(z) =
%le_g = —3%, slik at
€

1
—ggg'(m) <0 for z>0.

(Krumminga pa g er ikkje naudsynt & ta med, men han er positiv, sidan ¢"(x) =
%1 L3 = El)e 5 > 0.) Figuren nedanfor syner kva som skjer med fikspunktiterasjonen:

xo = O ligg til hggre for fikspunktet, 1 = 1 ligg t11 venstre (dette visste vi allereie, sidan

fikspunktet ligg i intervallet (0, 1)), medan xzo = e~ 3 ligg til venstre att. (Dette er byrjinga
pa spiralkonvergens.)



Vi
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OPPGAVE 8

Lat f vere ein vilkarleg dobbeltderivérbar reell funksjon definert pa eit ope intervall I som
inneheld 1 og 3. Ga ut fra at f(1) =0o0g f'(1) =1 ogat 0 < f”’(z) <1 for alle z € I. Gje
eit minst mogleg intervall der f(3) ligg.

Laysing—ALTERNATIV I: Taylor sitt teorem seier at vi for alle x € I har:

3 = 1+ rme-n+ ey

= fU)+2f(1) +2f"(s),
for ein s € (1,3). Dei gjevne opplysingane om at f(1) =0 og f'(1) = 1 gjev oss at
f(3)=2+2f"(s) forein s e (0,1).
Sidan (0,1) C I, gjev ei av opplysingane i oppgava at 0 < f”(s) < 1 og difor at
242-0< f3)=24+2f"(s) <2+2-1,

altsa er
f(3) € [2,4].

Loysing—ALTERNATIV II: Sidan 0 < f”(x) <1 for alle 2 € I, har vi

/Odtg/ f”(t)dtg/ 1dt forallex €1
1 1 1

og fundamentalteoremet i kalkulus (del II) gjev at
0< fl(z)— f/(1) <z —1 forallex €1,
det vil seie, sidan f/(1) =1, at
1< f(z) <z forallex € I.



Dimed er

3 3 3
/ ldx < / fl(z) do < / x dx,
1 1 1

og fundamentalteoremet i kalkulus (del II) att gjev at

det vil seie

Sidan f(1) =0, far vi

Lgysing—ALTERNATIV III: Sekantsetninga gjev at

W = f'(c) for ein c € (1, 3),
Ved den gjevne opplysinga at f(1) = 0 far vi difor
(11) f(3) =2f'(c) forein c € (1,3).

Sekantsetninga pa f' gjev at
f'(e) = f'(1)
c—1

Spesielt har vi s € I, slik at 0 < f”(s) < 1 ved dei gjevne opplysingane. Samstundes veit
viat f/(1) = 1. Dimed vert til

(12) = f"(s) for ein s € (1,c).

f(e)-1
0< o< 1
0< flle)—1< ¢e—1
1< flloog ¢
Sidan ¢ € (1,3), far vi 1 < f’(¢) < 3, som insatt i gjev oss

2.1< f(3)<2-3,

altsa at
f(3) € 12,6).

(Denne framgangsmaten gjev oss altsa eit svakare resultat enn dei forre.)

OPPGAVE 9

Rekn ut volumet av omdreiingslekamen som framkjem ved a dreie omradet i fgrste kvadrant
i planet avgrensa av kurvene

y=0, y=1, =0 og y=Inz,

som synt i figuren nedanfor, om y-aksa. (Integral i utrekninga skal lgysast ved grunn-
leggjande integrasjonsteknikkar, ikkje ved a sla opp i permen i laereboka.)
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Laysing—ALTERNATIV I: Sylinderskallmetoden Kurvene y = 1 og y = Inx skjer
kvarandre nar Inx = 1, det vil seie for z = e. Kurva y = Inz skjer z-aksa i x = 1.
Vi del omréadet i to delar:

e Omradet for 0 < x < 1, avgrensa av gvste kurve y = 1 og nedste kurve y = 0;
e Omradet for 1 < x < e, avgrensa av gvste kurve y = 1 og nedste kurve y = Inz;

Sylinderskallmetoden gjev difor at volumet V' av omdreiingsleikamen er:

1 e
vV = 27T</x-(l—O)de‘+/1‘-(1—lnx)d:E>
0 1
1 e e
= 277(/ xdac+/ acd:v—/ :L'lnl’dl‘)
0 1 1
= 27T</scdx—/:vlnxdx>.
0 1

(Sjolvsagt gar det 0g an a grunngje at forste integral 27 fol x - (1 —=0) dx er volumet til ein
sylinder av hggd 1 og radius 1.)
Vi lgyser det eine integralet f xlnz dx vi treng ved hjelp av delvis integrasjon med

1 1
U=1lnz, dV =zdz, slkat dU = Ed:c; og V= 53:2.



Da har vi

/xlnx dr =

2

1
_4$

1 1
/UdV:UV—/VdUzlnx'QxQ—/Qx
1 1 1 11
= a:21nx—2/xd:c:2x21n:r;—2-2x2+0

2(2lnz —1)+C.

Vi gar attende til volumet vi skulle finne:

vV =

e e

277(/:L“d$/$1ﬂ$dx>
0 1
e

2 (Bﬁh [4332 (2Inz — 1)I>
e (l-d-ie-t o)
o (;2 -1 i)

o (L2 L

(-3

1
2. Zdx
T

11

Laysing—ALTERNATIV II: Skivemetoden Kurva y = In x kan skrivast som x = e¥,
og omradet som vert dreidd er da omradet for 0 < y < 1 avgrensa av z = €Y og y-aksa.
Skivemetoden gjev difor at volumet V' av omdreiingsleikamen er:

V:

([ o)

OPPGAVE 10

Rekn ut det ueigentlege integralet

| werw

(Integral i utrekninga skal lgysast ved grunnleggjande integrasjonsteknikkar, ikkje ved a

sla opp 1 permen i leereboka.)
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Lgysing: Vi lgyser forst integralet [ % ved substitusjonen v = /z. Det gjev

u? = x og dimed

dl":d—xdu:Qudu.
du

Da har vi

dx 2u du du
— =92 [ —_ —2tan! C =2tan"! C.
/VE@+1) /uml+n /}ﬂ+1 anu an” /o

Det ueigentlege integralet vert da

/°° dx lim /R dzx
B
= lim [2 tan~! \/:ﬂf

R—o0
= lim <2tan*1\/§—2tan711)
R—o0
— 9.7 _9. 7
2 4
_ T
2

OPPGAVE 11

tan—1(z)
flz) = / et dt
0

er definert for alle x € R og rekn ut f/(z). (Skriv svaret pa enklast mogleg form.)

Grunngje at funksjonen

Lgysing: Sidan funksjonen tant er kontinuerleg pa intervallet (—g, g) og €' er kontin-

uerleg overalt, er samansetningen e'®** kontinuerleg pa intervallet (—%, g), som inneheld
0. Sidan ein funksjon er integrerbar pa intervallar der han er kontinuerleg, har vi at

Jo €™t dt er definert for alle a € (—%,%). Sidan tan~!(z) er definert for alle z € R og

tan~!(z) € (-3, %), er funksjonen f(z) = fotanil(m) et dt definert for alle z € R.

Vi har
tan~1(x)
/ etant dt
0
“ du
tant dt) - =
(f )

1
2 +1
tan(tanfl(x)) . 1
2 +1

f'()

z
SIEEES

,\
%
x

tanu |

= (&
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der vi har brukt kjerneregel med kjerne u = tan~! (z) i overgong (¥), fundamentalteoremet i
kalkulus (del I) i overgongen (xx) og eigenskapen tan (tan™! (z)) =  til inverse funksjonar
i overgongen ( * x).

OPPGAVE 12

Eit skip fer med ei fart av 25 km/time. Plutseleg ryk motoren. Etter dette avtek farta v(t)
til eikvar tid med ein rate som er proporsjonal med kvadratet av farta. Etter ein halv time
er farta redusert til 5 km/time.

Kor lang tid tek det for farta har sunke til 1 km/time?

(Hint: set opp ei differensiallikning som farta oppfyller.)

Laysing: Vi lét v(t) vere farta til skipet ¢ timar etter at motoren ryk, malt i km/time.
Da veit vi fra dei gjevne opplysingane at

d

dit) = —Kv?, for ein konstant K > 0.
Denne differensiallikninga er separabel. Han har den konstante lgysinga v = 0, som vi kan
sja bort ifra pa grunn av at vi veit at v(0) = 25. Vi kan dimed ga ut fra at v # 0, og vi har

d
= = /—Kdt
v

1
—— = —Kt+C, forein CeR
v
1
) =
v(t) Kt—C
1

Vi veit at v(0) = 25, som gjev oss 25 = 51, det vil seie C = —5=. Vi veit 0g at v(1/2) = 5,
som gjev o0ss

1 1 50
T 0T IK 1L 9BK 12
B = PRA

8
:>25K+2:10:>K:2—5.

Dimed har vi
1 25
0= T T
a5t + 35

For a finne nar farta har sunke til 1 km/time, lgyser vi

25
l=v(t)=———<=8t+1=25<—=1t=3
8t+1

Altsa har farta sunke til 1 km/time etter 3 timar.

Andreas Leopold Knutsen



