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Oppgave 1
a) Et stasjonert punkt er et punkt (a,b) hvor Vf(a,b) = 0. Da ma
OF _ 21— taye (=)
=21 == _
oz Y ( 2w)e ’ 0
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g—gjj =zy(2 - 59)6_(%) =0

Siden eksponentialfunkjsonen alltid er ulik null ser vi at %{E er lik null hvis
og bare hvis y = 0 eller £ = 2. Likedan ser vi at % er lik null hvis og bare
hvis = 0 eller y = 0 eller y = 4. Dette gir

Vf(a,b)=0 <= (a,b) € {(2,4),(c,0) hvor c er et vilkarlig reelt tall}

b) f har sin stgrste og minste verdi enten i et stasjonzert punkt, i et
singuleert punkt eller i et punkt pa randen. Et singulaert punkt er et punkt
hvor V f(a, b) ikke eksisterer. Ved utregningene i deloppgave a) ser vi at f har
ingen singulaere punkter. Ved deloppgave a) ser vi ogsé at f ikke har noen
stasjonezere punkter i omradet bortsett fra pa randen. Derfor ma f har sin
stgrste og minste verdi pa randen.

Vi har tre tilfeller & sjekke.

i) z = 0. Da blir f(z,y) = f(0,y) konstant lik null.

ii) y = 0. Da blir f(z,y) = f(z,0) konstant lik null.

iii) z4+y=4med z >0 ogy > 0. Da far vi

f(z,y) = f(z,4 - 2) = 2(4 —2)e" = F(a)
F(x) har sin stgrste og minste verdi med 0 < z < 4 ndr z = 0, x = 4 eller
F'(z) =0. Vi har
F'(z) = (4 —z)((4 — 3z)e™?

som er lik null hvis og bare hvis z = 4 eller z = 4/3. Vi har F(0) = F(4) =0
og F(4/3) = (256/27)e~2.

Oppsumerer vi s har vi at den minste verdien til f i omrédet er 0 og den
stgrste verdien til f i omradet er (256/27)e~2.

Oppgave 2
a) Vi har
oT
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— = —2y.
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Gradienten til T i et vilkarlig punkt (z,y) blir da
VT (z,y) = 2zi — 2yj.
I punktet (—2,1) er gradienten

VT(-2,1) = —4i — 2.
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Retningen hvor 7" har stgrst umiddelbar gkning fra punktet (—2,1) er rett
og slett bare retningen til gradient vektoren, altsa

VT(-2,1) —4i—-2j -2

e
VT(20) 25 v VB
Dette siden gradientvektoren til 7" i et punkt gir den retningen som 7' har
stgrst umiddelbar gkning.
b) Kurven C vil tangere VT i alle punkt pa C. Hvis vektoren dr =
dzi + dyj er parallell med VT s& vil komponentene til disse vektorene vaere
proporsjonale. Altsd (dersom z og y er ulik null, hvilket de er i neerheten av

(=2,1))

de _ _dy
2z =2y’
Integrerer vi begge sider av likningen far vilny = —Ilnz +1nc, eller y = ¢/x.

Siden kurven C gér gjennom (z,y) = (—2,1) mad viha 1l =¢/(-2),d.v.s.c =
—2. Partikkelen vil derfor fglge kurven C gitt ved likningen y = —2/z for
—2<z<0.
Oppgave 3
a) For n =1 sier ulikheten at
1 1
23
hvilket er opplagt.
Anta sa at ulikheten gjelder for n = ng. Vi vi vise at den da ogsa gjelder
for n = ng + 1. Skriver vi opp venstresiden for n = ng + 1 og bruker at
ulikheten gjelder for n = ny far vi

13- (g —1)-(2no+1) _ 1 29+l I+l _ 1
2-4---(2n9) - (2n9 + 2) V2o +12ng+2  2ng+2 2ng+ 3
Den siste ulikheten fglger av fglgende ulikhet
(V2ng +1-/2ng +3)2 =4n? + 8n+3 < 4n? +8n +4 = (2n + 2)°.

Ulikheten i oppgaven gjelder da for n = ng + 1. Ved induksjon gjelder den
for alle n.
b) Dersom x = 1 blir rekken den alternerende rekken
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Siden
apn+1 _ 2n+1

= <1
an 2n + 2

0g

lim |a,| =0
n—oo

vil den alternerende rekken konvergere.
Nar x — —1 vil

1
— 0
vitz
Da vil ogsé rekken gd mot uendelig, slik at rekken konvergerer ikke for x =
—1.



¢) Vi har

7@ = e (1 egis)
(V1+z2+1x)
(w+\/1+zi)(\/1+w2)
= V1+z2
Maclaurinrekken til ¢'(z) far vi da ved & sette inn z2 i rekken i deloppgave
b). Altsa

o) =14 Y (1 T,
n=1

Dersom Maclaurinrekken til en vilkdrlig F'(z) integreres ledd for ledd er
den nye rekken Maclaurinrekken til G(z), hvor

Derfor kan vi integrere rekken til ¢'(z) over ledd for ledd og f& Maclaurin-
rekken til g(z). Dette gir

o
1 1-3---2n—1) ,
— —1)" . n+1'
9(@) “an::l( Vo1 2aam) ©

Oppgave 4

Vi har

y =1(0)sin@ og z = r(#) cos d



I en vertikal tangent er dz/df = 0. Dette gir

dz . 4
0= i —sinf (§+2c059)

0g

6 € {0,cos 1 (—2/3), —cos 1 (—2/3)}

Sa K har vertikal tangent i tre punkter.
I en horisontal tangent er dy/df = 0. Dette gir

_dy 4
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Oppgave 5
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a) Vi bytter til polare koordinater. Omradet D er da omradet gitt ved
0<r<1og—7n/2<0< /2. Integralet blir

T r2sin 6
//D71+$2+y2dmdy—//DileTzdrdH

w/2 1 )
r48inf
_//1+r2dd9
—mw/2 0
o 1, p /2 1 0 g
77 81n 7 Ss1m
//1 T2d7“d9-|—//1 5 drdo
—7/2 0 0 0
w/2 1 9 (0) /2 1 9 g
e s — e sin
// 1+2drd0+//1 S drdo
0 0 0 0
w/2 1 9 g /2 1 0 2
T sin T sin
:—//1 2drd0+//1 S drdo
0 0 0 0
=0

(Oppgaven kan ogsé lgses pa tilsvarende méte uten & bruke polare koor-
dinater ved & dele omradet D i to biter som gir motsatt bidrag til integralet.
Men jeg synes at fremgangsméten over er konseptuelt sett bedre.)

b)

3
/ / (/(4) + 9(x))didy = / (F@) + g(@))dz | dy
R L0

3

2f () + / g(c)ds | dy

L 0

(3f(y) +m)dy
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S O —— . O — ..

=3e+ bw

Oppgave 6

a) En funksjon f(z) : [a,b] — R er uniformt kontinuerlig pa et intervall I
dersom det for alle € > 0 finnes en § > 0 slik at

[z -yl <d=[f(z) - fy) <e

for alle z,y € I.

b) Anta at f ikke er uniformt kontinuerlig. Da finnes det en € > 0 slik at
det for en hver § > 0 finnes z,y € I slik at |z —y| < 0 og |f(z) — f(y)| > e.
Det finnes da spesielt en fglge av tall x,, € I slik at det finnes en y,, € I for
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hver z,, slik at |z, — yn| < 1/n og |f(zn) — f(yn)| > €. Daer
f(@n) = f(yn)

In =~ Yn
Enten er fglgen {x,, } ubegrenset eller det finnes en delfglge {z,} av {z,} slik
at delfglgen {z,} konvergerer mot en z € R.

Dersom fglgen {z,} ikke er oppad begrenset s& kan heller ikke intervallet
I veere oppad begrenset og lim,_,+ f'(z) blir ubegrenset. Dette strider mot
betingelsene i oppgaven sa dette tilfellet er umulig.

Tilfellet hvor fglgen {z,} ikke er nedad begrenset behandles likedan.

Dersom fglgen {z,} er begrenset, s kan vi finne en = som over. Da far vi

flzw) — flyw) _

Tn! — Yn'
Dersom z € I betyr dette at f ikke er deriverbar i z hvilket strider mot
betingelsene i oppgaven. Dersom z ¢ I betyr dette at f’ ikke er begrenset
pa I hvilket ogsa strider mot betingelsene i oppgaven.

Vi ser at vi i alle tilfellene far noe som strider mot betingelsene i oppga-
ven. Derfor kan ikke antagelsen véir veere sann og dermed blir f uniformt
kontinuerlig.

c) Et eksempel er g = v/ pa intervallet I = (0,1). Da er g deriverbar pa
hele I med derivert

> NeE.

lim

n'—o0

J(@) = .
N
Nér z — 0 ser vi at ¢'(z) — oo, s& ¢’ er ikke begrenset pa I.
A vise at ¢ er uniformt kontinuerlig pa I er litt veerre. Til & vise dette

bruker vi at

VI =y <V —y
nar x > y > 0. (Bevis for ulkheten: Kvadrerer vi begge sider av ulikheten og
flytter over far vi ulikheten —2,/zy < —2y. Ganger vi begge sider av denne
ulikheten med —2/,/y far vi y/z > ,/y som er sann siden = > y > 0. Dermed
er ogsd den opprinnelige ulikheten sann.) Vi ser né at g oppfyller definisjonen
for uniform kontinuitet ved & velge § slik at 0 < § < €2 for alle € > 0.



