LO@SNINGSFORSLAG TIL EKSAMEN I M101 VAREN 2002

Oppgave 1
a) Et stasjoneert punkt er et punkt (a,b) hvor Vf(a,b) = 0. Da mé

o = 2qy2e @ HY?) _ 9g3y 26047 2zy*(1 — m2)e—($2+y2) =0

oz
og
% = 222y @ HY?) _ 9g2 B (@ Hy?) 22°y(1 — yQ)e—($2+y2) =0
Siden eksponentialfunkjsonen alltid er ulik null ser vi at % er lik null hvis og bare hvis

y = 0 eller x = 0 eller z = +1. Likedan ser vi at % er lik null hvis og bare hvis = 0 eller

y = 0 eller y = £1. Dette gir
Vf(a,b) =0«
(a,b) € {(£1,£1),(£1,F1), (¢, 0),(0,c) hvor c er et vilkdrlig reelt tall}

b) f har sin stgrste og minste verdi enten i et stasjoneert punkt, i et singuleert punkt
eller i et punkt pa randen. Et singuleert punkt er et punkt hvor Vf(a,b) ikke eksisterer.
Ved utregningene i deloppgave a) ser vi at f har ingen singuleere punkter.

Vi sjekker fgrst verdien til f i de stasjoneere punktene. Dersom z = 0 eller y = 0 blir
f(z,y) = 0. Dersom z og y er lik +1 blir f(z,y) = e~ 2.

S sjekker vi verdien til f pa randen av omradet D. P4 randen er 22 + 32 = 4 og vi har
derfor

fla,y) = flz,£V4~2?) =2°(4 - 2°)e™ = F(z)
F(z) er en funksjon pa intervallet I = [—2,2]. F' har stgrst verdi nar z = %2 eller nar
F'(z) = 0. Vi har F(£2) =0 og

F'(z) =224 — 2%)e * — 22%e = 42(2 — 2%)e ?

som er lik null hvis og bare hvis z = 0 eller z = £+/2. Siden F(0) = 0 og F(£v?2) = 4e™*
blir den stgrste verdien til F lik 4e™.
Siden e=2 > 4e~* blir da den sterste verdien til f over omradet D lik e2.

Oppgave 2
a) Den retningsderiverte til f i Py i retningen v er gitt ved
v
— - Vf£(3,3).
vl
Vi har
vo_%ifj 2. 1.
M~ VERT VB VB
Videre er of
55 (3:3) =8y = 32%|(@y)—3.5) = —12
0g
of

2
dy (3,) = 37 — 3y"| (2 )=(3,3) = —12

sa den retningsderiverte blir

1 .. . .. -24 —12 —36
(Fi+d) (e = 2+ =2 = =X

1



Den maksimale retningsderiverte til f i Py er

IVF(3,3) = | - 12(i +J)| = 12v2
Oppgave 3
a)
o0 $2n+1
ing = B
sinz =3 _(~1) (2n + 1)!
n=0
o r2n
cosz = » (—1)"
2
b) Rekken har leddene
1
__(_1\n—1
e
Da blir
any1| _ (2n—2)!-m n
an | 2n)l(n+1)  (2n)2n - D(n+1)°

Vi ser at nar n — oo vil |ap41/a,| — 0. Derfor vil rekken konvergere for alle = ved resultat

om konvergensradius.
c) Potensrekker kan deriveres ledd for ledd innenfor sitt konvergensomréde. Vi har

flz) = (1) Gy = cosVE

n=0

hvor den siste likheten holder nar z > 0.
Dersom rekken til f/(z) integreres ledd for ledd er den nye rekken potensrekken til

0/ F(t)dt = 0/ cos V/dt

Vi
:/2ucosudu
0
vz
:(2usinu)|0‘/5—/251nudu
0
:2(usinu—i—(:osu)|(‘)/5

= 2y/Tsin\/T + 2cos /T

nar £ > 0 (her er u = v/t). Men dersom vi integrerer f'(x) ledd for ledd far vi jo tilbake
f(x). Derfor har vi
f(z) = 2y/zsin/z + 2 cos/z

nar z > 0.
Oppgave 4
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a)

Forandrer vi integrasjonsrekkefglgen far vi

1 1 1 [ 4?2
/ /cosy3dy dwz/ /cosy?’dx dy
0 \z 0 \o
1 y?
:/cosy3 /da: dy
0 0

y2 cos y3dy

o O~
W =

hvor vi har satt u = y3.



b) De to flatene skjeerer hverandre nar 4 — y? = 222 +y2, altsa nar 22 + y? = 2. Spesielt
ser vi —v/2 < y < V2. Volumet blir da

V2 2-y? 4—y’
V://de / dy / dx dz
S V2 oy 2x%+y?

Setter vi y = v/2sin6 far vi

w/2
V= 63—4 / cos* 0d6
0

/2

g 2
:% 1+ cos 26 40
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Oppgave 5



3.5+
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b) Lengden av kurven er gitt ved
U
dz\? dy 2
=) (@)
0

™
= / V(2 — 2cos 2t)2 + (2sin 2t)2dt
0

= 2\/5/\/1 — cos 2tdt
0

=22 / V2sin2tdt
0

™

=4/sintdt

0

=38

hvor vi har brukt identiteten cos 2z = 1 — 2sin? z.
Oppgave 6
a) En funksjon f(z) : [a,b] — R er uniformt kontinuerlig pa et intervall I dersom det for

alle € > 0 finnes en § > 0 slik at

|z -yl <= |f(z) - Fly)| <e
for alle z,y € 1.



b) f er en kontinuerlig funksjon. Vi vet at en kontinuerlig funksjon er uniformt kontinu-
erlig pé et hvert lukket intervall. Derfor er f uniformt kontinuerlig p4 f. eks. [0, 1].

Intervallet [0, 00) er et eksempel pé et intervall hvor f ikke er uniformt kontinuerlig. For
dersom f er uniformt kontinuerlig pé intervallet [0,00) s& finnes det spesielt en d > 0 slik
at

[z —yl<d=|[f(z) - fl¥)l <1
for alle z,y € I (her har vi satt ¢ = 1 i definisjonen p& uniform kontinuitet). Men for alle
0 sa vil
. . 3 3 . 3 9. 3 o5 1.4
mll)nolof(a:+6/2) - f(z) = mlggo(x+(5/2) —z° = zlggo 2% o+ Z:E(S + g& = 00,

s& det finnes ingen § som passer til € = 1. Spesielt kan ikke f veere uniformt kontinuerlig.

¢) Vi har
x —sinz

flz) =

Bruker vi ’Hopitals regel et par ganger far vi

rsinz

. . T —sinz
lim f(z) = lim ———
z—0 z—0 xsSInxy

1 —coszx

m-——
z—0 X CcosSxT + sinx
—sinz

m N
z—02cosx — zsinz

=0
Setter vi f(0) = 0 og f(1) = (1/sin1) — 1 kan vi utvide f til en kontinuerlig funksjon pé
intervallet [0,1]. Som nevnet over er en kontinuerlig funksjon péa et lukket intervall alltid
uniformt kontinuerlig. Spesielt blir da utvidelsen av f til [0, 1] uniformt kontinuerlig. Da ser
vi med en gang at f ogsd blir uniform kontinuerlig.
(For ved definisjonen pa uniform kontinuitet finnes for alle e > 0 en ¢ > 0 slik at
|z —yl <d=[f(z) - fly)| <€
for alle z,y € [0,1]. Da finnes det ogsa opplagt for alle € > 0 en § > 0 slik at

|z -yl <d=|f(z) - fly)| <e
for alle z,y € (0,1). (Bare bruk samme 6.))



