Bokmal

Fasit Eksamen 1 MAT112, Varen 2009

Oppgave 1
a) 1. Vihar
1 < M +1 ’
2n ~ n?+3n
sa sammenligning med den harmoniske rekken %Zf;l % viser diver-
gens.

2. Vi ser at vi har:
i) Alternerende rekke
ii) [aps1| < |anl
iii) limp— o0, =0
Nar bade i), ii) og iii) er oppfyllt konvergerer den tilhgrende rekken.

3. Brgktesten gir

2" 45
o . 3n+1 o
p= hrglo s = 2/3.

n—
371/

som viser at rekken konvergerer.
b)

1 1 1
\/1—:132:(l—xQ)l/Qz1—§x2—§x4—ﬁx6—l—---

! o, 1 1
4/ \/1—:c2da::4/ 1—§x2—§x4—1—6x6+~-d:c:4(1—1/6—1/40—1/112):
0 0
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Oppgave 2
La u, v, og w veere vektorer i R3
a)
ux (v+w) = (uz(v3+ws)—us(votws), ug(vi+wy) —uy (vs+ws), ur (Ve +ws) —uz(vi+wi)) =

(UQ’U3—|'U2@U3—U3?]2—U3’LU2, u3vl+u3w1—ulvg—u1w3, u1v2—l—u1w2—u201—u2w1) =

(ugV3—UgVe, U3V — U V3, U Ve — UV )+ (U W3 —U3We, UzW1 — U W3, U W —UW1 ) = UXV+UXW



b) De to planene har normalvektorer n; = 2i +j — k og ny = i+ 2j + k.
Skjaeringslinjen mellom planene star normalt pa begge normalvektorene.
Kryssproduktet blir derfor en retningsvektor for skjeeringslinjen

ik
1 2 1

Ligningen for planet blir da
3(x—2)=3y—1)+3(z+1)=0

Oppgave 3
a) Sjekker at formelen gjelder for n = 2
fo=2<4=2?
Induksjonshypotesen: Anta
o1 <2"H 0 fL<2m

som gir
fn+1 — fn + fn—l < 2n + 2n71 < 2n + 2n - 2n+1.
og dermed fglger det pr induksjon at f,.; < 2"

fat+1

n

L = lim

n—oo

<2

gir konvergensradius R = 1/L > 1/2. M.a.o rekken konvergerer for |z| <
1/2.

(ps. Det gar an & vise at L = 2/(v/5 — 1). Konvergensradius er altsa stgrre
enn det dere blir bedt om a vise)

b) Vi omformer summen. Underveis bruker vi at fo = fi = 1 og fn — fa_1 —
fn_2 = 0; n > 2 og skifter om pa startpunktet for 2 av summene, mens vi
justerer indeksen inni summen slik at summen blir uendret.



[e.e]

F(x)(1—2—2%) = Z(fnl’n)(l —z—a?)
n=0
= ifnxn o ifnxn—H . ifnxn+2
n=0 n=0 n=0
= Jot+ fiz+ Z fax" — (foxr + Z fpa" ) — Z a2
n=2 n=1 n=0

= 1+ (fO - fl)x + anxn - an—lxn - an—an

= 1+ Z(fn - fn—l - fn_g)l‘n =1
n=2

c) 1)
Jewl —(2z+1) fo ——ZQf 2"t 4 fat) =
24+x—1 S nt b=
1= (2fact + fu)a"
n=1
2) Vi observerer at
d 2v +1
—log(l—2—2?)= ——— = —(1 (2fn n :
Slog(1—w—a?) = o= +Z fu+ fu)a™)
Dermed er det bare a integrere:
1 1 — 2 — e~ - n+1
og(l—z—a’) /0t2+t—1 +Z il )

Oppgave 4
a) Vi deriverer v.h.a. kjerneregelen og bruker differensialligningene

d _OHdx 9Hdy OHdu 0Hdv

OHOH OHOH OHOH OHOH _
Or Ou Oy Ov ou Ox ov oy

=0



b)
OH x
9 (@1 )
oH Yy
oy~ @
OH
ou
oH
ov
c) Siden ellipsens store halvakse a = 5 og eksentrisiteten ¢ = 0.6, ma den lille
halvaksen b = 4, og den halve avstanden mellom brennpunktene ¢ = 3.
Dette sees lett av formlene i vedlegget. Siden det ene brennpunktet star i
origo, ma sentrum sta i (3,0) eller (—3,0), og ligningen for ellipsen fglger.

d) Vi setter z = rcosf, y = rsinf, og regner i vei:

u

(Y

(rcos® —3)2  r?sin®0
+ _ 1
25 16

Dette kan omformes til

72(cos®§/25 + (1 — cos®0)/16) — r(6cos0/25) — 16/25 =0

Vi lgser andregradslikingen i r:

~ 6cosB/25 £ /36 cos? 0/225 + 4(cos? 0/25 4 (1 — cos? ) /16) - 16/25
"= 2(cos?0/25 + (1 — cos?6)/16)

B 6cosf/25 + 1/4/25
"= 2(cos?0/25 + (1 — cos?6)/16)

. 6cosf/25+2/5
~ 2(—9co0s26/(25-16) + 1/16))
. 6cosf/25+2/5
(1 —32cos26/52)
.16 3cosf£5H

(5 —3cosb)(5+ 3cosh)



Siden r > 0 kan vi bare bruke (4) og vi far:

B 16
"= 5—3cosf’
Vi deriverer
. —16-3sin 6
~ (5—3cosh)?’

Siden ellipsen er symmetrisk om x-aksen ngyer vi oss med a integrere over
halve ellipsen

™ ™ 16 \° [ —16-3sin0
—9 2 240 = 2 —
© /0 rerrtdd /0 \/(5—3c059) * ((5—30086)2) 40

16 9sin” ¢
2 ——— 1+ —————=df
/0 5—30089\/ +(5—3c089)2

e) Bruker MacLaurin rekken til -~ med z = 3/5cos ¢

16 16 1 16

——=— - ————=—(1+3/5c080 + 9/25cos* 0 + - - -
5 —3cosf 5 1—3/5cosf 5( +3/5cosf +9/25cos* 0 + - - )

Da blir

T 16 9sin? 0
O = 2 1 do
/0 5—30030\/ +(5—BCOS¢9)2

T 236
~ 8/ 1+3/50056’+9/2500828d9:2—57r
0

(Integrasjonen blir enkel om en bruker: cos?6 = 1/2(cos26 + 1))

Oppgave 5

Volumet er
V =uazyz.

Overflaten er
2+y)z+a-y=1

Vi danner Lagrange funksjonen

L=xyz+ X2z +y)z+z-y—1),

5



partiell deriverer og krever % =0, % =0, g—g =0, og g—§ = 0. Det gir

(i)  yz+A2z+4+y)=0
(i7) rz+A2z+2)=0
(it5)  zy+ X2z +y)=0

0g
(1v) 2 +y)z+az-y=1

(iv) gir oss:

=y
2(z +y)
og fra (iii) far vi:
A= —,
2(z +y)
og setter inn i (i) og (ii):
1—ay —xy 1 —xzy
+ 2 +y)=20
Voary T 2wry 2wty Y
1l—x - 1—a
Y Y Y ta) =

_|_
$2(a: +y) 2z +y) ( 2(z +y)
Setter vi disse lik hverandre, far vi

r=1y
enda en "revisjon” av (iv) gir
1— 22
z =
dx
Innsatt for y og z blir volumet
3
r—x
V =
4
Vi deriverer og setter lik null:
1 — 322
V' = = 0.
4

Negativ lgsning er fysisk meningslgs og dessuten et minimumspunkt. Dette gir

maksverdi for:
1—(4/1/3)?
4(4/1/3) 2V 3

1 11 /1 1 /1
Vmax:V ) S5a\5) = 2\ 5
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