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OPPGAVE 1

(a)

o

I
NGRS
~N W N
> = Q

detA =

NI
~N W N
> = R

= 1-3-64+42-1-24a-1-7
-1-1-7—-2-1-b—a-3-2

= 3b+4+Ta—7—2b—6a
a+b—3

A er invertibel nar determinanten er forskjellig fra null. Det vil si nar a + b # 3.
(b) Vi skriver opp matrisen [A|I] og rekkereduserer den. Da vil vi fi matrisen [I|A™!].

1 2 210 0
[A]I] = 13 1[0 1 0
(2 7 2]/0 01
1 2 2] 1.0 0
~ 01 —-1]-11 0
|0 3 —2|-2 0 1
1 0 4| 3 -2 0]
~ 01 —-1/-1 1 0
00 1| 1 -3 1|
1 0 0|—-1 10 —4 ]
~ 010 0 -2 1
00 1] 1 =3 1]
Altsa ser vi at
-1 10 —4
A7l = 0 -2 1
1 -3 1

(¢) Fra Cramers regel vet vi at det finnes ngyaktig én lgsning nir determinanten til
koeffisientmatrisen til ligningssystemet er forskjellig fra null. S& nar a + b — 3 # 0, har vi
bare én lgsning.

Vi ser da pa hva som skjer nér a+b—3 = 0. Vi skriver opp totalmatrisen og rekkereduserer:
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a 2

1 2 al?2 1 2 1 2 a 2 1 2
1 3 1(10]~{01 1l-a -2 1 ~101 1—-a -2 ]1=]01 1-
2 7 b|b 0 3 b—2a|b—4 0 0 a+b—-3|b+2 0 0

Systemet er inkonsistent hvis vi i den rekkereduserte matrisen har en rad hvor alle tallene
er nuller, bortsett fra tallet lengst til hgyre som er forskjellig fra null. Vi ser at vi har en
slik rad hvis b+ 2 # 0. Hvis b + 2 = 0, har vi ikke en slik rad. I det tilfellet har vi en sgyle
uten pivoter, som betyr at vi har en fri variabel, slik at vi har uendelig mange lgsninger.
Konklusjonen blir:

(i) Akkurat én lgsning nar a + b # 3.
(i) Uendelig mange lgsninger ndr a = 5 og b = —2.
(#i) Ingen lgsninger nér a + b =3 og b # —2.

x1
(¢) Vi skriver ligningssystemet som Ax = b der A er koeffisientmatrisen, x = | z2 | og
€3
2
b er lgsningsvektoren, nemlig | 0 |. Da sier Cramers regel at
2
o det Az (b)
YT T et A

Her betegner A;(b) den matrisen vi fir nar vi bytter ut kolonne nummer i i A med b. Nar
a=b=2 vetviatdet A=a+b—-3=2+2—-3=1.Vifar

1 2 2
detAs(b) = |1 3 0
2 7 2
= 1-3-2+2-0-242-1-7—-1-0-7-2-1-2—-2-3-2
= 64+04+14-0—-4-12
4
Da blir
detAi(b) 4
P ——— :4.
. det A 1
OPPGAVE 2
(a) {v1,ve,...,v,} danner en basis for vektorrommet V' hvis mengden er linesert uav-

hengig og utspenner V.

(b) Vi setter opp matrisen [[c1]g[c2]B[c3] 5] Hvis denne kan rekkereduseres til identitets-
matrisen, er ogsad C en basis for V. Vi far:

1 10 1 00
lle)BlealBleslB] =10 1 1 [~ 0 1 0
0 0 1 0 01
Vi konkluderer med at C' er en basis for V.

a
a
0

-2
b+2
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Matrisen P vil veere lik [[b1]c[b2]c[bs]c]. Vi ser at

b1 = (1
bg = C2 —C
by = cg—c2ta,
1 -1 1
sa P=10 1 —1
0 O
1 1 1
(c) Standardmatrisen til Ter | 0 2 1
1 10
(d) Vivet at [T]p p|T(d2)]p[T(ds)]p]. Da ma vi regne ut T'(d;) for i = 1,2, 3.
Vi far
-1 -1
(dl) = T 0 = 0 = 2dy — do + d3
L 0 - L 1 -
- e
T(dg) = T 1 = 2 = 2dy + 2d3
L 0 - L 2 -
S0 e
T(dg) =T 1 =13 | =2dy+ds3
L 1 - L 1 -
Dette gir
[ 2
Td)lp = | -1
|1
Sy
[T(d2)]p = |0
L 2 -
"o
[T(d3)]D = 2 s
L 1 -
S8
2 20
Tlp=| -1 0 2
1 2 1
OPPGAVE 3
(a) Standardmatrisen til kjeglesnittet K er A = [ _g _2 ] Den ortonormale basisen

B vil ha egenvektorene til A som sgyler. Vi starter med & finne det karakteristiske polynomet
til A.

det(A — \I) =

5—A —2
-2 8=

= G- NE-N - (2= (-9 -4)
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Vi ser av dette at egenverdiene til A er 9 og 4. S& finner vi egenvektorer som korresponderer
med egenverdiene. Vi starter med egenverdien 9:

4 -2 2 1
A_QI:{—2 —1]”{0 0]

. -1 .
Dette gir egenvektoren [ 9 ] Sa egenverdien 4:

1 -2 1 -2
acu=[ -1

2
1
For & finne den ortonormale basisen B, ma vi normaliere egenvektorene vi har funnet.

Da far vi at . )
V5 V5

Hyvis vi lar variablene i det nye koordinatsystemet veere y; og o, vil ligningen for K vaere
9y? + dyo = 36.
Siden egenverdiene til A har samme fortegn, er K en ellipse.

(b)

Her far vi egenvektoren

OPPGAVE 4

(a) La A veere en kvadratisk matrise. A er en egenverdi til A hvis det finnes en vektor v
slik at Av = Av. Vektoren v er da en egenvektor til A. A er diagonaliserbar hvis det finnes
en diagonal matrise D og en invertibel matrisen P slik at A = PDP~1.

2
(b) Vilar v= | 1 [. Da blir
2
1 20 2 4
Ev=| -3 2 3|11 {=1|2]=2v.
-1 2 2 2 4

Da ser vi at v er en egenvektor til £ med tilhgrende egenverdi 2.
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For & finne ut om FE er diagonaliserbar, finner vi forst det karakteristiske polynomet til
E. Det blir

1—-A 2 0
3

det(E — XI) = -3 2-2)
-1 22—\
= (1=XNE2=N2=X)+(=6) —6(1—X) —2(=3)(2—))
= (1-N(2-)N%

FE har altsa to egenverdier, 1 og 2. Egenverdien 1 har multiplisitet 1, mens 2 har mul-
tiplisitet 2. Det vi ma sjekke da er dimensjonen til egenrommet til 2. For at E skal vere
diagonaliserbar, mé dimensjonen til ethvert egenrom veere lik multiplisiteten til den kor-
responderende egenverdien. Egenrommet til egenverdien 2 er lik nullrommet til matrisen
E —21. Vi far:

-1 20 10 -1
E-2\=| -3 03 |~|01 —3
-1 20 00 0

Den rekkereduserte matrisen har to pivoter, si vi far én fri variabel. Det medfgrer at egen-
rommet til egenverdien 2 har dimensjon 1. Siden multiplisiteten til egenverdien 2 er 2, fglger
det at F ikke er diagonaliserbar.

(c) Siden A er symmetrisk, er A ortogonalt diagonaliserbar. Vi har oppgitt to ortogonale
egenvektorer, s for & finne P mé vi finne en tredje vektor som er ortogonal til de to forrige.
Det vil si at vi mé finne en vektor (z,v, z) slik at (1,1,2)-(z,y,2) = 00g (1,—1,0)-(z,y, 2) =
0. Da far vi

r + y 4+ 2z = 0

r — Yy = 07
T -1
slikat | vy | = 1 | tfor ¢t € R. Da har vi tre ortogonale egenvektorer, (1, 1,2), (1,—1,0)
z 1
og (—1,1,1). Hvis vi normaliserer disse, far vi (LG, L6, %), (%, —%,O) og (—%, %, Ls)
Da far vi
L 117
V6 V2 V3
p_| X T
w0
Siden P er en ortogonal matrise, er P! = PT s3
o1 1 2T
V6 V6 V6
P=| - —-% o0
R
RV V3 V3

(d) Siden bade A og B er symmetriske, er de begge ortogonoalt diagonaliserbare. Da
finnes det en ortogonal matrise P (som vi fant i (c)) slik at A = PTDP, der D er en
diagonalmatrise med egenverdiene til A p& diagonalen, og det finnes en ortogonal matrise
P’ slik at B = P'"'D'P’, der D' er en diagonalmatrise med egenverdiene til B pa diagonalen.
Siden A og B har det samme karakteristiske polynom, har de de samme egenverdiene. Det
betyr at vi kan ordne elementene pa diagonalen i D og D’ slik at D = D’. Da far vi

PAPT =D =D =P'BP7,
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slik at
B="P"PAPTP = (PTPTA(PTP).
Setter vi Q = PT P/, far vi formelen vi gnsker, nemlig QT AQ = B. Vi ser ogsa at
Qfl _ (PTP/)A _ P/*lpT_l _ P’TP _ (PTP/)T _ QT’

s& () er en ortogonal matrise.



