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OPPGAVE 1

(a) Vi skriver opp totalmatrisen til ligningssystemet og rekkereduserer den:

1 10 0]1 1 10 0]1 10 -1 0]0
011 0]f1 0 1 1 0]1 01 1 0|1
001 11| 7 o o111 oo 11]1
1 00 2|1 |0 -1 0 20 00 1 2]1

[1 0 0 1|17 1 0 0 01
010 —-11]0 01000
“1loo1 1{1{7]loo0o1o0]1
(000 1|0 |0O0O0 1]0
Losningen er altsd o1 =1, 220 =0, z3 =1 og x4 = 0.
(b) Ogsa her far vi en matrise vi kan rekkeredusere.
1 10 0]1 (1 1 00 1 1 0 -1 0]o0
011 0]1 0 110 1 01 1 01
001 1/1] 7 o o011 17100 1 1|1
100 al|b 0 -1 0 a|b—1 00 1 al|b

(1 0 0 1 1

010 -1 0

“ 1o o0 1 1 1

000 a—1|b—1

Viser at hvis a—1 # 0, har vi en pivot i hver sgyle og hver rad, sa vi har en entydig lgsning.
Anta da at a —1 = 0. Hvis b—1 # 0, har vi en rad der alle tallene er lik null, unntatt tallet
lengst til hgyre. I dette tilfelle er systemet inkonsistent og vi har ingen lgsninger. Dersom
b—1 = 0, er systemet konsistent, og siden vi har en sgyle uten pivoter, finnes uendelig
mange lgsninger. Svaret blir da:

(i) Entydig lgsning nar a # 1.

(i) Uendelig mange lgsninger nar a = 1 og b = 1.
(#i) Ingen lgsninger nér a = 1 og b # 1.

(c) Igjen skriver vi opp totalmatrisen til ligningssystemet og rekkereduserer:

1 1 1|1 1 1 1)1 1 11 1 00
-1 1 1|0 0 2 2|1 01 1 011

Vi far altsd at

N[ p—
N[O =

I =
T2 + ®3 =

N[O =

Det finnes ingen pivot i den tredje kolonnen, s& z3 er en fri variabel. Da far vi lgsningen
1
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il % % 0
o | =] 3—a3 | =|3 |+]| -1 |z
I3 T3 0 1
OPPGAVE 2
(a) Vi lar matrisen som er oppgitt veere A. Vi far da
01 00 I )
. 1 0 00 xT9 o I .
Ar=170 01 1 vy | = | wstay | =T
0 011 Ty T3+ T4
Altsd er A standardmatrisen til 7.
Vi ser at
01 00 1 000
A 1 000 N 01 00
10 011 0 011
0 011 0 0 0O

Den rekkereduserte matrisen har tre pivoter, og en sgyle uten pivot. Det medfgrer at rangen
er 3 og at nulliteten er 1.

Rekkevidden til T er det samme som sgylerommet til A. Basisen for dette rommet bestér
av de sgylene i A som korresponderer med pivotsgylene i den rekkereduserte matrisen.
Basisen blir altsa

0 1 0

1 0 0

ol’"fo|’]1

0 0 1

ker(T') er det samme som nullrommet til A. Den rekkereduserte matrisen gir:

ry = 0

Tro9 = 0

r3+x4 = 0

Den fjerde sgylen har ikke noen pivot, s& x4 er en fri variabel. En lgsningsvektor vil da vare
pa formen

I 0 0
T2 . 0 . 0
T3 o —XT4 o -1 T4
T4 Xq 1
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Basisen for ker(7") blir da

(b) Standardmatrisen til transformasjonen T er ortogonalt diagonaliserbar siden den er
symmetrisk. For & finne egenverdiene, regner vi ut det karakteristiske polynomet, det(A —
).

- 1 0 0
1 =) 0 0
det(A—\I) = 0 0 1-2 1
0 0 1 1—2)\
S\ 0 0 1 0 0
= —X\| 0 1=\ 11—1]0 1=\ 1
0 1 1=\ 0 1 1=\
B o 1= 1 1—\ 1
= (= 1 1—=X\1| 1 1-=X

= (-2 -1D—(1-1*-1)
(A2 —1)(\2 —2))
= A=DA+1)A—-2)A

Vi ser fra den siste linja at egenverdiene er -1, 0, 1 og 2. Vi skal finne en ortonormal
basis for R* slik at 7" er gitt ved en diagonalmatrise med hensyn pa den basisen. For & finne
den, mé vi finne egenvektorer for hver egenverdi. Det gjgr vi vet & rekkeredusere og finne
nullrommet til matrisene A — AI for hver egenverdi A til A.

A=—1:
1100 1100
1100 0010
A=CEDI=1g 02 1[~00 01
0 01 2 0000
Den rekkereduserte matrisen gir ligningssystemet
T1+x0 = 0
.%'320
$4:0
En lgsningsvektor her blir
T —X9 —1
) . X9 . 1 T
x3 | o | o™
Ty 0 0
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er da en egenvektor, men vi gnsker en egenvektor med lengde 1, s& vi ma normalisere

-1
1
0
0

1

V2

den. Da far vi 7(2)
0

A=0:
0100 10 00
1 0 00 0100
A=0=19 01100 11
0 011 0000
0
0
Egenvektoren blir | _ 1
v
V2 1
% 8
Tilsvarende far vi egenvektoren 7(2) for egenverdien 1, og \% for egenverdien 2.
2
1
O1 1 V2
—— 0 — 0
i of |2 0
Den ortonormale basisen blir da V72 A S U O IRV I B T , og diagonal-
0 V2 0 V2
1 1
0 V2 0 V2
-1 0 0 0
. . . . - . 0 000
matrisen til 7" er matrisen med egenverdiene pd diagonalen, nemlig 00 1 0
0 0 0 2
OPPGAVE 3
(a) Vektorene vi,va,...,vp € RP er linesert uavhengig hvis den eneste lgsningen pa
ligningen
c1v1+cve +...+cpvp =0
erci=cy=...=¢,=0.
Vektorene utspenner R™ hvis enhver vektor i R” kan skrives som en lineser kombinasjon
av vektorene vq,va,...,Vp.

Hvis V er et linezert underrom av R", si er en basis for V' en mengde vektorer i V' som
er linezert uavhengig og utspenner V.
(b) Vi skriver opp matrisen [ujuguguy| og rekkereduserer

1 0 00 1 0 00
[ uguguy] = r1o00p 10100
1 110 0010
1111 0 001
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Vi ser at matrisen kan rekkereduseres til identitetsmatrisen, s& vektorene danner en basis
for R%.
Ligningssystemet lgser vi ved & rekkeredusere matrisen [ujuguguy|v].

1 0 0 0|4 1 0 0O 4
[y uguzug|v] = 1 10 0]3 N 01 0 0|-—-1
PR =1 11 02 00101
1 11 11 0 0 0 1|-1
Vi ser av dette at
a = 4

b = -1

c = —1

d = -1

(c) Vi viste i (b) at vektorene uy, uz, ug og uy utgjer en basis for R*. Det innebzerer
at vektorene ujp, uz og ug er linezrt uavhengige. Da vil {uy, uz, ug} utgjere en basis for
rommet det utspenner. Siden basisen til W da bestéar av tre vektorer, er dim(W) = 3.

S& skal vi finne en ortonormal basis. For & gjgre regningen lettere, ordner vi vektorene

0 0 1
. . 1 1
slik at de med flest nuller kommer fgrst. Vi setter uj = L u, = 1|08 uy = 1
1 1 1
Gram-Schmidt-algoritmen gir da
0
— o = 0
Vl — 1 — 1
1
) Ui
Vo = Uy — Vi
Vi-Vi
[ 0 ] [0 ] 0
o1 20| |1
o 1 211 |0
| 1] | 1] 0
/ /
vy = ué—ug VIV1—u3 VZVQ
V1V, Vo V9
[ 1] [0 ] 0 1
. 1y 210 B Liy1}{_10
- 1 211 1{0f |0
| 1] |1 0 0
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Av disse tre vektorene er det bare vi som ikke allerede har lengde 1. Vi normaliserer da

[[val]

. Den ortonormale basisen for W er da

vy og far v}

§|H§|H oo

§|H§|Hoo
oo~ o
co o~

(d) La v’ veere den ortogonale projeksjonen av v ned i W. Da blir

V-V] V- Vo V-V3

v = vy + Vo + V3
Vi-V] Vo - Vo V3 - V3
5 0 0 1
7= 0

R IR I S I I
1| 3 110 110
1
7 0 0
4
3
= 3
3
2
OPPGAVE 4

(a) De tre typene kjeglesnitt som finnes er ellipsen, hyperbelen og parabelen. I tillegg kan
et kjeglesnitt degenerere til rette linjer eller et punkt. Et kjeglesnitt er pa standard form
hvis ligningen som angir kjeglesnittet ikke inneholder et kryssledd, det vil si et ledd med

faktoren xy. Figurene er pa neste side.
(b) Standardmatrisen til kjeglesnittet er

31
A= [ i ] |
Vi ser at matrisen har egenverdiene 2 og 4. Siden disse har samme fortegn, er kjeglesnittet
en ellipse. Vi finner da en egenvektor til hver av egenverdiene:

A =4:
-1 1 1 -1
a=a=[7 4 ~[o o)

. 1 . . . .
Dette gir egenvektoren [ 1 } . Siden vi vil ha den normalisert, far vi [

11 11
=[] =[]

. -1 . . .
Her far vi egenvektoren [ 1 ] , slik at den normaliserte egenvektoren blir [

S-S

A= 2:

S-S
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Da kan vi diagonalisere A, ved & sette

P=

Sk
Sk

0g

O =~
N O
-

!
I
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Da er A = P~!DP. Vi definerer da nye koordinatakser 2’ og ¢/’ slik at

/1 /1
MR F g P}
y y Y54y
Setter vi dette inn i ligningen for K, far vi

302 + 2zy + 32+ 4vV2zx = 42 + 2y +4V2(2

= 427+ 2y'2 + 42’ — 4y,
Ligningen for K med de nye koordinataksene er dermed
42’ + 2y + 42 — 49/ = 0.

Med disse koordinataksene, vil aksene til K veere parallelle til aksene i korrdinatsystemet.
Men i tillegg gnsker vi at sentrum i ellipsen var skal falle sammen med origo i koordinatsy-
stemet. Vi bruker fullstendige kvadraters metode og far fglgende:

Az + ) 4207 —2) = 0

1\? 2\ 2

4(3:/24—3:/4— <_> >+2<y/2_2y/+ <_> >
2 2
4 / 1 2 / 2 _

¥t +2(y-1)° = 3

Vi setter 2” = 2’ + 1 og 4/ =y — 1. Da blir K uttrykt ved ligningen
"2

|

i
Y
N | —
~_
no

+

[\
7N\
N | DO
~_
Do

+2y"* = 3.

4z




