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Tillatte hjelpemiddel: Kalkulator, i samsvar med fakultets regler.
Oppgavesettet er pa 2 sider.

Oppgave 1
a) Finn de reelle tallene c slik at ligningssystemet
r1 + T9 + 4x3 + cxy = 2
r1 + 21‘2 + 6[[’3 — T4 = 2
—T1 + X2 — T4 = —1

har uendelig mange lgsninger.

Lgsning: Vi reduserer den augmenterte matrisen for ligningssystemet,

114 ¢ 2 114 c 2 114 c 2
126 -1 2|~]1]012 ~-1-cO0|~]012 —-1-¢ O
-1 10 -1 -1 0 24 —1+c 1 000 I+4+3 1

Vi ser at systemet er konsistent nettopp for ¢ # —1/3. Da det er en fri variabel
folger det at systemet har uendelig mange lgsninger nettopp nar ¢ # —1/3.

b) Finn den reduserte trappeformen for koeffisientmatrisen til ligningssystemet i a)

for ¢ = 0.
Lgsning:
114 0 114 0 114 0
126 -1|~[012 —-1|({~[012 -1
-1 1 0 -1 0 2 4 -1 000 1
1140 1 020
~10120|~]10120
0001 0001
c) Finn den generelle lgsningen til ligningssystemet i a) for ¢ = 0.
Lgsning: Vi reduserer den augmenterte matrisen,
114 0 2 114 0 2 114 0 2
126 -1 2|~]012 -10((~|012 —-10
-1 10 -1 —1 024 —-11 000 11
1140 2 10201
~101201|~]01201
00011 00011
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Dette gir ligningssystemet

$1+21’3:1
$2+2l’3:1
ZL’4:1.

Vi bruker den frie variabel x3 som parameter og skriver lgsningen pa vektorform:

T —2 1

T2 o -2 + 1

XT3 =3 1 0

Ty O 1

Oppgave 2
a) La B = {by, by, b3, by}, der

1 0 0 0
1 1 0 0
bl = 0 ) b2 = 1 ) b3 = 1 ) b4 = 0
0 0 1 1

Vis at B er en basis for R*.

Lgsning: Vi beregner determinanten til matrisen [by, by, bs, byl:

1000
1100_1?8_10_1
U O N e I R U N
0011

Da determinanten er ulik 0 er B en basis.
b) Finn en matrise @ slik at Qx = [x]z for alle x i R*.

Lgsning: La P = [by, by, b3, by]; da er Q = P~'. Vi reduserer matrisen

10001000 1000 1 0 00
11000100 01 00 -1 1 00
01 100010 0010 1 -1 10
001100071 0001 -1 1 —-11
1 0 00
-1 1 00
Det fglger at () = 1 1 10
—1 1 -1 1

c) La vektorene vy, vo, V3 0g v, vaere gitt ved

vi = by + bs, vy = by + by,
V3:—b1+b2—b3+b4, V4:b1+b2+b3+b4.

Finn en basis for underromment Span{vy, vo, v3, v4}, og angi dimensjonen til dette.

Lgsning: Vi bemerker at v3 = —v; + vy og at v4 = v + vy slik at v; og v
genererer underrommet. Det er let a se at v og vy er linesert uavhengige og vi
konkluderer at {vy, vy} er en basis. Dermed er dimensjonen lik 2.



d)

e)

f)

La T: R* — R* veere en lineser transformasjon slik at
T(bl) = Vi, T(bQ) = Vo, T(bg) = V3, T(b4) = V4.
Finn B-matrisen [Tz til T

Lgsning: Vi kan avlese B-matrisen direkte:

10 —1 1
01 11
75 = 10 —1 1
01 11

Finn standard matrisen til den linesere transformasjonen 7' i d).

Lgsning: La P = [by, by, bz, by]; da er standard matrisen gitt ved P[T|zP~!.
Vi har funnet P~! i b) og utregner

-1 2 -2 1
4| 23 =2 2
PIT]sP™ = -2 3 -2 2
—2 3 -2 2

Avgjer om det finnes en linezer transformasjon S: R* — R* slik at
S(Vl) = bl, S(Vz) = bQ, S(Vg) = b3, S(V4) = b4.
Svaret skal begrunnes.

Lgsning: Da v, = vy + vy folger det at hvis en slik lineser transformasjon finnes
er
b1 + b2 = S(Vl) + S(VQ) = S(Vl +V2> = S<V4) = b4.
Men dette kan ikke veere rigtig da vi har sjekket i a) at by, by, og by er linesert
uavhengige. Derfor finnes det ikke en slik linezer transformasjon.

Oppgave 3

Kjeglesnittet K har ligningen
32% + day + 6y = 14.

Finn en ortonomal basis for R? som er slik at K’s ligning i det tilsvarende nye
koordinatsystemet blir uten kryssledd (“cross-product term”). Skriv ligningen for
K i det nye koordinatsystemet.

3 2
2 6
for A. Vi finner rgttene i det karakteriske polynom A* — 9\ + 14 og ser at A har
egenverdiene A =7 og A = 2.

For A =T7:

A-TI = [ -2 } ~ [ L —1/2 ],og vi finner egenvektoren vy = [ 1/v/5 }

Lgsning: La A = [ . Vi ma finne en ortonormal basis av egenvektorer

2 -1 0 0 2/v/5
For A = 2: /B
112 1 2 : | —2/V/5
A—2I_{2 4]~[0 01,ogv1ﬁnneregenvektorenvg—[ 1/\/5]
Da v; og vy er enhetsvektorer og A er symmetrisk er {vy,va} en ortonormal
basis av egenvektorer og i denne basisen har K ligningen 7y? + 2y2 = 14.



b) Avgjer hva slags kjeglesnitt K er og tegn en figur som viser de opprinnelige koor-
dinataksene, de nye, og K.

Lgsning: Da egenverdiene har samme fortegn er K en ellipse. For a tegne K
skriver vi ligningen som

y3 s
V2R (VTR

Vi ser at K skaerer y;-aksen for y; = v/2 og yo-aksen for yp = /7.

= 1.

Oppgave 4

La M, = der a og b er reelle tall.

[SE)
—_ O =
o> = o

a) Vis at det karakteristiske polynomet til M, er gitt ved
det(M,, — M) = —A(A* — (a + b)\ — 2).

Lgsning: Dette kan beregnes pa flere mater. Hvis vi forst trekker tredje rekke
fra forste rekke og dernest adderer fgrste sgyle til tredje sgyle far vi

a—X\ 1 b -2 0 A -\ 0 0
1 —A 1 = 1 = 1 = 1 = 2
a 1 b—=A a 1 b—=A a 1 a+b-—A\

= —A=Aa+b—X) —2) ==X\ = (a+b)A—2).

b) Vis at M, er diagonaliserbar for alle valg av a og b.

Lgsning: Fra a) ser vi at M, ; har egenverdiene

+b++/(a+b)?+8 +b—+/(a+b)2+8
)\120, )\Qza (2a ) 5 )\3:a (2CL ) .
Det er klart at Ay > 0 og at A3 < 0O slik at M,; har tre ulike egenverdier. Da
egenvektorer hgrende til ulike egenverdier er linesert uavhengige finnes det en basis
av egenvektorer og M, er derfor diagonaliserbar.

c) For hvilke tall a og b er M, ortogonalt diagonaliserbar? Svaret skal begrunnes.

Lgsning: Matrisen M, ; er ortogonalt diagonaliserbar hvis og kun hvis den er
symmetrisk. Dette er tilfeldet nettopp nar a = b.

d) La a =0 og b= 1. Finn en invertibel matrise P og en diagonalmatrise D slik at
My,P = PD.

Lgsning: Matrisen M ; har egenverdiene 0, 2 og —1. Vi ma finne en egenvektor
for hver egenverdi.

011 1 01
For A=0: Mp; —0I =1 0 1|~ ]0 1 1]. Viser at egenrommet er
011 000
-1 —1
span -1 , sa vi kan feks. velge egenvektoren vi = | —1

1 1



b)

-1 1 1 1 0 —1
For A = 2: A -2 = 1 -2 1| ~--~ |01 —1|. Viser at
0o 1 -1 00 O
1] 1
egenrommet er span 1 , sa vi kan feks. velge egenvektoren vo = | 1
1 1
1 11 10 —1
ForA=—-1.A—-(-1)I=|1 1 1| ~]0 1 2 |.Viserat egenrommet
01 2 00 0
1 1
er span -2 , sa vi kan feks. velge egenvektoren vy = | —2
1 1
-1 1 1 00 O
Matrisene P = [vq,vo,v3] = | =1 1 =2 | og D= | 0 2 0 | oppfyller
11 1 00 -1
betingelsen.
Oppgave 5

Gi definisjonen pa at en n X n matrise A er symmetrisk. Vis at dersom A og B er
symmetriske n x n matriser da er A + B symmetrisk.

Lgsning: En n x n-matrise A er symmetrisk hvis og kun hvis AT = A. Hvis A
og B er symmmetriske matriser er (A + B)T = AT + BT = A+ Bslikat A+ B
ogsa er symmetrisk.

Gitt en symmetrisk matrise A, la Q4(x) = xT Ax veere den tilhgrende kvadratiske
formen. Vis at for to symmetriske n x n matriser A og B gjelder at

Qar(x) = Qa(x) + Qp(x).
Lgsning: Vi utregner

Qarp(x) =x"(A+ B)x =x" (Ax + Bx) = x' Ax + x' Bx = Q4(x) + Qp(x).

c)

Anta at alle egenverdiene for de symmetriske n x n-matrisene A og B er positive.
Vis at alle egenverdiene for A + B er positive.

Lgsning: Vi vet at en symmetrisk matrise A har bare positive egenverdier hvis
og kun hvis Q(x) > 0 for alle x # 0. Hvis alle egenverdiene til A og B er positive
far vi fra b) at

Qarn(x) = Qa(x) + Qp(x) >0
for alle x # 0. Det folger at alle egenverdiene til A + B ogsa er positive.

Hans Brodersen Christian Schlichtkrull



