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e Tillatte hjelpemidler. kalkulator, i samsvar med fakultetets regler.
e Oppgavesettet er pa 3 sider.
e Alle svar ma begrunnes.

Betrakt matrisen

Oppgave 1.
3 0 0
A=|-4 6 2
16 —15 —5

B0 o

Finn determinanten til A.

. Finn den reduserte trappeformen til A.
. Finn en basis for nullrommmet Nul (A). Hva er dimensjonen til Nul (A)?

9
Finn den generelle 1gsningen til ligningen A7 = (6
3
Finn en basis for spylerommet Col (A4). Hva er rangen til A?
Finn alle egenverdier og egenvektorer for A.
Er A diagonaliserbar? Hvis ”ja”: finn den tilsvarende diagonal matrisen.
Finn en ortogonal basis for Col (A).

Fasit til oppgave 1.

a. Finn determinanten til A.

6 2

det(A) = 3 det {_15 5

} = 3(—30 + 30) = 0.



b. Finn den reduserte trappeformen til A.

3.0 0 1 0 0 100
A=|-4 6 2|~0 6 2|~0 1}
16 —15 —5| |0 15 —5] [0 0 0

c. Finn en basis for nullrommmet Nul(A). Hva er dimensjonen til
Nul (A)?
Vi ma finne lgsninger til homogen linezer systemet

AT =T
Vi bruker redusert trappeformen og finner
1 0 0] |= 0
01 % To| = 0
0 0 0 [z 0
T 0 0
Daer |z| = |—3| x3, som sier at basis for Nul (4) er |—3| og dimensjon til
T3 1 1
Nul (A) er 1.
9
d. Finn den generelle lgsningen til ligningen A7 = | 6
3
Den generelle lgsningen er sum av lgsningen til den homogene likning en og en
9
spesielt lgsning. La oss finne en spesielt lgsning til AZ = |6|. Vi skriver utvidet
3
matrisen og finne den reduserte trappeformen:
3 0 0 9 1 0 0 3 1 00 3
—4626~06218~01%3
16 —-15 =5 3 0 —-15 =5 3 00 00
T 0 3
Den generelle Igsningen er [zo| = —% r3+ |3|.
T3 1 0

e. Finn en basis for sgylerommet Col (A). Hva er rangen til A? Det er klart
0 0
at den andre og den tredje sgylene er linezert avhengige siden | 6 | =3 | 2
—15 -5



3

Fra rangteoremet vet vi at 3 = dim (Col (4)) 4 dim (Null (A4)) = dim (Col (4)) + 1,
da er dimensjon til Col (A) er 2 som sier at rang til A er 2. Vi velger basis vektorene
for Col (A) som

0 3
71 = 2 5 72 = |[—4
-5 16

f. Finn alle egenverdier og egenvektorer for A. Den karakteristiske ligningen
for matrisen A er

PiA) ==X +4X -3 = - \XA—-1)(A=3)=0.

Sa har vi tilsvarende egenverdiene og egenvektorene:

1 0 0
)\1:3, 71: O y )\2:1, ?2: 2 5 )\3:0, 73: 1
2 -5 -3

g. Er A diagonaliserbar? Hvis ”ja”: finn den tilsvarende diagonal ma-
trisen. Siden matrisen A har 3 forskellige egenverdier, er tilsvarende egenvektorer
linezert uavhengige. Matrisen

1 0 0
P=10 2 1 er inverterbar og
2 =5 -3
1 0 0 300
Pl=1-2 3 1], D=1010
4 -5 =2 000
300
Vi finner diagonalmatrisen D = P7'AP = |0 1 0
0 00

h. Finn en ortogonal basis for Col (4). Vi bruker Gram-Schmidt prosedyren.
Velger @, = U, € Col (A). La oss reigne ut

V- VU1=29, Wi Uy=—88.

Dar er

o = T~ proia, T = T~ 21T, = Tyt o, - | B

1
24
29°



3
0 60

Basisen @1 = | 2 |, Wa= |2°| er ortogonal basisen for Col (A).
=5 24

Oppgave 2.

a. Anta at B er en n x n matrise slik at BT = B~!. Hva er det(B3)?
b. Anta at B er en n x n matrise slik at BT = —B. Finn summen

bll+b22+~~~+bnn~

c. Anta at B er en 3 x 3 matrise slik at BT = —B. Finn det(B).
d. Anta at C' er en n x n matrise slik at det(C') = 1 og alle elementer ¢;; 1 C'
b
er hele tall. La ? = | : | veere slik at alle koordinater b;, j = 1,...,n,
bn

%
ogsa er hele tall. Bevis at lgsningen til systemet CZ = b er en vektor som
bestar av hele tall.

Hint: bruk Cramers regel.

e. Anta at A er en n X n diagonaliserbar matrise. Forklar sammenheng mellom
egenverdier og egenvektorer til matrisene A og A2.

Fasit til oppgave 2.

a. Anta at B er en n x n matrise slik at BT = B~!. Hva er det(B?)?
1= det(I) = det(BB™") = det(BB”) = det(B) det(B) = (det(B))’

Derfor er det B = +1 og det(B?) = (det(B))3 =+1.

b. Anta at B er en n x n matrise slik at BY = —B. Finn summen
bll+b22+~~~+bnn~
Dersom BY = —B da er bj; = —b;; som medfgrer at b;; = 0. Vi far at

bll+b22+~~~+bnn:0~



5

c. Anta at B er en 3 x 3 matrise slik at BT = —B. Finn det(B). Siden
BT = —B far vi

0 a b
B= —Z 0 8 og det B=—a(—1(c)(=b)) + b((—a)(—c)) = 0.

d. Anta at C er en n x n matrise slik at det(C) = 1 og alle elementer c¢;;
b
i C er hele tall. La ? = | : | veere slik at alle koordinater b;, j =1,...,n,
bn
ogsa er hele tall. Bevis at lgsningen til systemet C7 = ? er en vektor
som bestar av hele tall.
Hint: bruk Cramers regel. .

%
Vi betegner C; matrisen der byttet vi i matrisen C' j-sgyle med b . Cramers regel
sier at

det(Cj)
Z’j =
det(C)
A finne determinanten det(C;) mavi bare bruke addisjon og multiplikasjon av hele
tall. Resultat blir et hel tall.

= det(C}).

e. Anta at A er en n x n diagonaliserbar matrise. Forklar sammenheng
mellom egenverdier og egenvektorer til matrisene A og A2

Matrisen A har n egenverdier regnet med multiplisitet. La A veere en egenverdi
for A og U den tilsvarende egenvektoren. Da har vi

AT =27 = A0 = A(AT) = AQT) = MA(T) = A2 0.

Vi konkluderer at A og A? har like egenvektorer, men egenverdier for A2 lik kvadrat
av egenverdier til A.

Oppgave 3.

La a= (5)1, a)g, 33, 34) der

31: 82: 5)3: 34:

—_— O

) Y )

_ o O =
o

o Pl R SN
_o OO

a. Vis at o er en basis for R* og finn en matrise P slik at P7 = [7],.



b. La T: R* — R* vaere en lineseravbildning slik at

T(@) =71 T(@2)=Fa T(@s)=Fs T(d4) = Fa
der vektorene ?j, 7 =1,2,3,4 er gitt ved

31:31+5>2+E>3+5>4, ﬁzz

— =
33:a3+a4, F4=

Finn o-matrisen [T, til avbildningen 7.
c. Finn standardmatrisen til lineszeravbildningen gitt i punkt b.

d. La vektorene 71, 72, 73, 74 veere gitt ved
Fi=T1— 7y,  Fy=dy— s,

- = - >
732043—044, 742044—041,

der 31, 32, E)g, o, er en basis av et vektorrom V. Finn en basis for vek-

torrommet W = span{ 71, 72, 73, 74} og angi dimensjonen til 1.

ol

2+E>3+E>4,

o)

1-

Fasit til oppgave 3.

a. Vis at o er en basis for R* og finn en matrise P slik at P77 = [7],.
Vi former matrisen A ved sgyler fra samling o:

10

0
0
A= 0
1

1
1
0
0

o O
O =

Siden det(A) = —1 # 0 konkluderer vi at sgyler i A er linezert uavhengige og vektorer
fra o danner en basis for R?. Matrisen P slik at P2 = [7'], er lik inverse til A:

1 -1 1 0
o lo o0 10
P=47=19 1 _1 0
~1 1 -11

b. La T: R* = R* vzere en linezravbildning slik at
T(dy) = ?1, T(ds) = ﬁz, T(ds) = 337 T(d,) = 347
der vektorene Fj, 7 =1,2,3,4 er gitt ved
31231+5)2+5>3+5>4, 32
33 =3+ dy, 34

ol

2+E>3+E>

W~

Y

ol

1.



Finn a-matrisen [, til avbildningen 7" Matrisen [T], er

1 001

c. Finn standardmatrisen til lineseravbildningen gitt i punkt b. Vi skriver
i standardbasisen

31:?14‘?4, 32:?24‘?3, 33:?14—?2, 34:?4.
Daer
T(d,) = 7, = T(E)+T(€4) =2€,+2¢,+ €3+27¢4,
T(@s) = Ba, —> T(@2)+T(Ts) = 14202+ Ts+ Tu,
T(@s) = Bs, = T(T1)+T(Fs)= 1+ P2t Ts,
T(5>4) = 34, — T(?4) = ?1 + ?4.
Vi finner
T(?l) = ?1 + 2?2 + ?3 + € 4,
T(?Z) - _?2 - ?39
T(?g) = ?1 + 3?2 + 2?3 + € 4,
T<?4) = ?1 + ?4.
Standardmatrisen er
1 0 11
2 -1 30
M = 1 -1 2 0
1 0 11

d. La vektorene 71, 72, 73, 74 vaere gitt ved
71:31_?29 72:32_?39

Fs=d3— a4, Fi=d4—d,
der Eﬂ, 32, 33, ', er en basis av et vektorrom V. Finn en basis for
vektorrommet W = span{71, 72, 73, 74} og angi dimensjonen til .
Vektorene 7]-, J = 1,2,3,4 er linesert avhengige siden 71 + 72 = —73 — 74
og en av 7]- er en linesert kombinasjon av de andre. La oss vise at 7o, 73, 74 er
linezert uavhengige. La
a72 +673+074 =0, ,a,b,ceR.

Daer

a(5>2—33)+b(5>3—5>4)+c(5>4—5>1) = —Ca>1 +a5>2+(b—a)5>3+(c—b)5>4 = 0.
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Siden E>1, oo, ?3, o4 er linesert uavhengige konkluderer vi at
—c=a=b—a=c—b=0 = a=b=c=0,

som viser at 72, 73, 74 er linesert uavhengige og danner en basis for W. Dimenjon
av W er 3.

Oppgave 4.

%
a. La @ og b veere vektorer i R". Bevis at
= N —
e+ ol <@l +1 ol

Hint: bruk |@ - 6| < |27 .

b. La A = ? ; . Definerer et produkt i R? med hensyn til den symmetriske

matrisen A ved

(1) 7Y =(7)TAY.

Finn 71, 72 € R2 slik at 71 7é 6>, 72 7é 0 og 71'72 = 0 med hensyn til
produktet definert i formel (2). Med andre ord mengden {1, s} ma veere
ortogonal med hensyn til produktet definert ved matrisen A.

Hint: bruk Gram-Schmidt prosedyren med hensyn til produktet definert i
formel (2) for standardbasisen €, € for R2.

Fasit til oppgave 4.

%
a. La @ og b veere vektorer i R". Bevis at
= N —
Fa+ bl <al+bl

Hint: bruk |7 - 6| < || 2|7 ]l.

Vi regner
— — — e
|+ b|? = (d+b)(d+b)=7d -d+2d-b)+0b-b
— —
< ||ot||2+2|ot-b_|>—|—||bﬂ)2
— —
< @l +2@ol+ol*

%
(el + 161

Ta kvadrad rot av bege sider.



b. La A = E ﬂ . Definerer et produkt i R? med hensyn til den sym-

metriske matrisen A ved

(2) 7Y = (T)TAY.

Finn 7y, 7, € R? slik at @, # 0, @5 # 0 og @175 = 0 med hensyn til
produktet definert i formel (2). Med andre ord mengden {/;, /,} ma
vaere ortogonal med hensyn til produktet definert ved matrisen A.

Hint: bruk Gram-Schmidt prosedyren med hensyn til produktet defin-
ert i formel (2) for standardbasisen ¢, ¢, for R2.

Vi velger Wy = € og reiner

—)TA?
7= €2 1=
2 €2 e{Aelel
Vi far at
2 1|1 2 1|1
erAe, =(0,1) L 2] M =1, 2¢Ta?e,=(1,0) L 2} M = 2.
Da er

1 -1/2
ta= - ge- | V.

Mengde 1, @5 er ortogonal med hensyn til produkt definert ved matrisen A.



