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e Tillatte hjelpemidler. kalkulator, i samsvar med fakultetets regler.
e Oppgavesettet er pa 3 sider.
e Alle svar ma begrunnes.

Oppgave 1.

a. Finn vilkar for a og b slik at systemet

rT+y+z=-2
r+2y—z=1
2 +ay + bz =2
har
(i) ingen lgsning,
(ii) uendelig mange lgsninger,
(iii) en eneste lgsning?

—1]. Finn relasjonene

QN

1
b. Betrakt koeffisientmatrisen for systemet: A = |1
2

mellom a og b slik at matrisen A har
(i) rank(A) = 2,
(ii) dim(Row(A)) = 3,
(iii) dim(Null(A)) = 1.
c. Sett a =3, b =1 i matrisen A.
—2
(i) Finn lgsningen av systemet A7 = @, der @ = | 1 | ved hjelp av
2
Cramers sin regel.
(ii) Skriv definisjonen av sgylerommet til A. Finn dim(Col(A)) i dette til-

fellet.
1



m
(iti) Horer vektoren @ = | v/2 | til Col(A)?

sin b

Fasit til oppgave 1.

a. Finn vilkar for a og b slik at systemet

rT+Y+z=-2
r+2y—z=1
2x +ay + bz =2
har
(i) ingen lgsning,
(ii) uendelig mange lgsninger,
(iii) en eneste lgsning?

Trappeformen til den utvidete matrisen er

11 1 —2
01 -2 3
0 0 2a+b—-6 —3a+12

(i) Dersom 2a + b — 6 = 0, mens —3a + 12 # 0, finnes det ingen lgsning. Det
finnes ingen lgsning dersom a # 4, og 2a +b — 6 = 0.

(ii) Dersom 2a+b—6 = 0 og —3a + 12 = 0, finnes det uendelig mange lgsninger.
(iii) Det finnes en eneste lgsning dersom 2a + b — 6 # 0.

11 1
b. Betrakt koeffisientmatrisen for systemet: A = |1 2 —1|. Finn re-
2 a b

lasjonene mellom a og b slik at matrisen A har
(i) rank(A) = 2,
(ii) dim(Row(A)) = 3,
(iii) dim(Null(A)) = 1.
Trappeformen til matrisen A er

11 1

01 —2

0 0 2¢+b—6
Derfor



(i) dersom 2a 4+ b — 6 = 0 har vi rank(A) = 2,
(ii) dersom 2a + b — 6 # 0 har vi dim(Col(A)) = dim(Row(A)) = 3,
(iii) dersom 2a + b — 6 = 0 har vi dim(Null(A)) = 1 siden

rank(A) + dim(Null(A)) =3

som sier rang-teoremet.

c. Sett a =3, b=1 1 matrisen A.
—2
(i) Finn lgsningen av systemet AZ =, der ¥ = | 1| ved hjelp av
2

Cramers sin regel.
(ii) Skriv definisjonen av sgylerommet til A. Finn dim(Col(A)) i dette

tilfellet.
m
(iii) Hgrer vektoren @ = | v/2 | til Col(A)?
sin 5

(i) Cramers sin regelen sier at lpsninger er x; = (ffett(é()). Viregner ut at det(A) = 1,
det(A;) = —14, det(Ay) =9, det(A3) = 3. Derfor er lgsningen

—14
=19
3

(ii) Col(A) = span{ @y, @, @3} eller Col(A) er vektorrommet utspent av sgylene
i matrisen A. Dersom a = 3, b = 1, konkluderer vi fra trappeformen til A at
dim(Col(A)) =3
T
(iii) Siden sgylene i A spenner hele R? (se pa (ii)) herer vektoren @ = | v/2
sin 5

til Col(A)

Oppgave 2.
La

3

ay=|-1

2

a) Er vektorene @1, d > linesert uavhengige? Hvorfor?

b) Hva er dimensjonen til vektorrommet utspent av vektorene d1,do?
¢) Horer vektoren @ til span{d,}?

Y

7
Ty = |1
4



1
%
d) Skriv vektoren b = |3| (dersom det er mulig) som en lineser kombinasjon
0

av vektorene 71, 72. N
e) Finn dim(W), der W = span{@, @a, b}
f) Finn det(A), der A= [dy @ b).

Fasit til oppgave 2.

a) Er vektorene 71,72 linezert uavhengige? Hvorfor? Vektorer 71,72 er

37 3 7
lineseruavhengige siden matrisen A = |—1 1| har trappeformen [0 10| med to
2 4 0 0

pivotsgyler.

b) Hva er dimensjonen av vektorrommet utspent av vektorene 71, W s?
dim(span{ @1, @2}) = 2

c) Hgrer vektoren @ til span{E)g}? Nei, siden vektorer @', @» er linesert
uavhengige og det er umulig a skrive Ao =cd.

1
%
d) Skriv vektoren b = |3| (dersom det er mulig) som en linezer kom-
0
binasjon av vektorer @, d 2.) Vima finne tall z;, 25 (hvis mulig) slik at
3 7 1 N
I171+I272:I1 -1 + 29 1| =13l =0b.
2 4 0
Det tilsvarende ligningsystemet er
3x1+ Ty =1
—X1 + To — 3
21’1 + 41’2 =0
med utvidet matrise
3 71
-1 1 3
2 40
som har trappeformen
1 -1 -3
0 1 1
0 0 0



Vi gar tilbake til ligningene

1’1—33'2:—3
1’2:1
0=0

som gir xo =1, 11 = —2.

e) Finn dim(W), der W = span{d, @ >, 7} dim(W) = 2, der W = span{ a1, @, ?}
siden b € span{d@, @} og kan fjernes fra WW.

f) Finn det(A), der A = [ @ ?] det(A) = 0, der A = [d, @ ?] siden
det finnes kun to linear uavhengige sgyler @y d o i matrisen A.

Oppgave 3.
- = =
LaB={by, by, b3} veere basisen for R? gitt ved
1 1 1
— - —
b1: 0, bgz 0, 63: 1
0 1 1
2
a) Regn ut B-koordinatene [7']3 til vektoren 2 = |1 .
0

b) Skriv basisskiftematrisen Mpge fra basisen B til standardbasisen £.
¢) LaC = {7y, @y, 3} veere en annen basis for R? gitt ved

1 1 1
71 — 1 5 72 - —1 ; 73 — 1
1 0 —2

Finn basisskiftematrisen Mpe fra basisen B til basisen C.
d) Regn ut C-koordinatene [Z]¢ til vektoren 7 dersom B-koordinatene er

—4
(s =| 2
1

Fasit til oppgave 3.

2
a) Regn ut B-koordinatene [7']z av vektoren 7’ = |1].
0



9 — — — 2
Hvis vi tenker oss at [7]3 = |yo| may; b1 +y2b0+y3bsz = |1]|. Dette kan
Y3 0

skrives som linegert ligningsystemet

Y1ty +ys =2

ys =1
Y2+ys =0
2
som har lgsning y; = 2, y» = —1, y3 = 1. Dermed er [Z]g = | —1].
1

b) Skriv basisskiftematrisen Mps fra basisen B til standardbasisen €.
Basisskiftematrisen Mpe er

c) LaC = {71, s, ?3} vaere en annen basis for R? gitt ved

1 1 1
?1 = |1 ’ ?2 = |-1 ’ ?3 = 1
1 0 —2

Finn basisskiftematrisen My fra basisen B til basisen C. Basisskiftematrisen
Mgpe kan finnes fra formelen Mpge = (Meg) ™' Mps og

22 e
Mge==13 =3 0
611 1 9

d) Regn ut C-koordinatene [7']¢ av vektoren 7’ dersom B-koordinatene er

—4
[@]s = | 2
1
Vi finner at
22 2] [ 1
(Fle=Mpc[@s=5 3 =3 0| |2|=|-1
11 2| |1 ~1



Oppgave 4.

Betrakt matrisene
1 0 0
B=|-1 1 1
-1 -2 4

o NN O
w o o

1
. Cc=|o
0

a) Regn ut eigenverdiene til matrisen B.

b) Regn ut eigenvektorene til matrisen B.

¢) Gi definisjonen av simileere matriser. Er matrisene B og C' simileere?
d) Finn matrisen P som diagonaliserer matrisen B.

Fasit til oppgave 4.

a) Regn ut eigenverdiene til matrisen B. Det karakteristike polynomet er
det(A — M) = (A —1)(A —2)(A — 3). Det viser at eigenverdene er \; = 1, Ay = 2.
A3 = 3.

b) Regn ut eigenvektorene til matrisen B. For a finne eigenvektorene lgser vi
linegere ligninger (A — \;1 )72 = 0. Vi regner ut at

1 0 0
V= (1, V.= (1|, Ts=|1
1 1 2

c) Gi definisjonen av similsere matriser. Er matrisene B or C similzere?
En matrise B er simileer eller likedannet til en matrise C' dersom det finnes en
matrise P som bestar av lineser uavhengige vektorer slik at

B=pP'CcpP

Matrisene B og C' similaere siden de har like eigenverdier.

d) Finn matrisen P som diagonaliserer matrisen B. Matrisen P bestar av
eigenvektorene

P =

— = =
)
o = O



Oppgave 5.

La
2 1 3
—1 6
71 3 9 72 _2 5 Og 7 = O
0 -1 5)

Anta at W = span{ 1, @2}
a) Bestem om 2 herer til ortogonalkomplementet W= til W.
b) Finn basisen for W+.

(Hint. En vektor 7 horer til W+ = (span{ @

. . -
,@2})" hvis og bare hvis ATZ = 0,
der AT er den transponerte matrisen av A = 2

1
(@)

Fasit til oppgave 5.

a) Bestem om U hgrer til ortogonal komplement W+ til W. Vi sjekker
AU =6+6+0+0,
Wo U =3+24+0—5=22
Derfor er u ¢ W+.

b) Finn basisen for W+. Vi lgser linezrligningen
r— 2 -1 3 0| _ =
ATZ = [1 L o q|=0.

Da W+ = Null(AT) og basisen for W+ er basisen for Null(AT). Basisen for Null(A™T)
er

[N}
I
© O N
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