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Oppgave 2

Ligningen kan skrives som en funksjon x(y, z) i en omegn av punktet (0, 0, 1)
dersom punktet tilfredsstiller ligningen og

∂

∂x

(
(x+ y + z)

2
+ sin(x+ y) + cos(πz)

)
|(0,0,1) 6= 0.

Vi sjekker at punktet (0, 0, 1) tilfredsstiller ligningen:

(0 + 0 + 1)2 + sin(0) + cos(π) = 1 + 0− 1 = 0.

Og regner den partieltderiverte med hensyn p̊a x:

∂

∂x

(
(x+ y + z)

2
+ sin(x+ y) + cos(πz)

)
|(0,0,1)

= 2(x+ y + z) + cos(x+ y)|(0,0,1)
= 2 + 1 = 3 6= 0,

alts̊a kan man skrive x(y, z) som en funksjon i en omegn av punktet (0, 0, 1).
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En normalvektor til flaten x(y, z) i en omegn av punktet (0, 0, 1) er gitt ved vek-
toren

N =

[
1,−∂x

∂y
,−∂x

∂z

]
=

[
1, 1,

2(x+ y + z)− π sin(πz)

2(x+ y + z) + cos(x+ y)

]
,

der vi har brukt
∂x

∂y
= −

∂G

∂y
∂G

∂x

= −2(x+ y + z) + cos(x+ y)

2(x+ y + z) + cos(x+ y)
= −1 for

G =
(

(x+ y + z)
2

+ sin(x+ y) + cos(πz)
)
,

og tilsvarende for å regne ∂x
∂z .

Lineariseringen til x(y, z) i punktet er gitt ved N(0, 0, 1) · [x−0, y−0, z−1] = 0.
Da f̊ar vi planet gitt ved følgende ligning:

x+ y +
2

3
(z − 1) = 0.

Oppgave 3

Oppgave 4

∫ 2

0

∫ √4−x2

0

y

x2 + y2
dydx =

∫ π
2

0

∫ 2

0

r sin(θ)

r2
rdrdθ = 2

∫ π
2

0

sin(θ)dθ = 2.
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Ved første likhetstegn ble koordinatskiftet til polarkoordinater gjennomført.

En kvart sirkel i første kvadrant med radius 2.

Oppgave 5
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Oppgave 6

Oppgave 7

Fordi F er et konservativt vektorfelt kan vi skrive om linjeintegralet p̊a følgende
m̊ate: ∫

C
F · dr =

∫
C1

F · dr +

∫
C2

F · dr =

∫
C3

F · dr,
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der C3 er den rette linjen fra (0, 0) til (0, 1). En parametrisering av C3 er gitt
ved r(t) = [0, t] for 0 ≤ t ≤ 1. Vi kan da regne ut integralet som dette:∫

C3
F · dr =

∫ 1

0

F(r(t)) · dr
dt
dt =

∫ 1

0

[3t, 0] · [0, 1]dt = 0.

Vi har fra oppgave 6 at g(x, y) = 3xy + sin(x2) + 5 er en potensialfunksjon for
F. Dermed kan vi regne∫

C
F · dr = g(0, 1)− g(0, 0) = 5− 5 = 0.

Oppgave 8

Oppgave 9

Green’s teorem er et spesialtilfelle av Stoke’s teorem, der vi kun ser p̊a kurver
i planet. Dersom vi lar C være en lukket kurve i xy-planet, D være omr̊adet
innlemmet av kurven og F(x, y) = [F1, F2, 0] være et glatt vektorfelt i planet
kan vi anvende Stoke’s teorem:∫

C
F · dr =

∫∫
D

curl(F) ·NdS

=

∫∫
D

[
0, 0,

∂F2

∂x
− ∂F1

∂x

]
· [0, 0, 1]dxdy =

∫∫
D

∂F2

∂x
− ∂F1

∂x
dxdy,

og vi f̊ar Green’s teorem.
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Oppgave 10

Fra Stoke’s teorem har vi∫
∂D1

F · dr =

∫∫
D1

∇× F · dS,

og ∫
∂D2

F · dr =

∫∫
D2

∇× F · dS.

S̊a lenge vi orienterer flatene med normalvektorer i “lik” retning, f.eks begge
peker “oppover”(positiv z-komponent), s̊a er ∂D1 = ∂D2, og de to fluksintegra-
lene vil ogs̊a være like.

Oppgave 11

Ved a bruke argumentasjonen fra oppgave 10 kan vi regne∫∫
S

curl(F) ·NdS =

∫∫
S1

curl(F) ·N1dS,
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der S1 =
{

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 ≤ 4, z = −
√

5
}

(se bildet) og N1 = [0, 0, 1].

Vi har da∫∫
S1

curl(F) ·N1dS =

∫∫
S1

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
dS =

∫∫
S1

x2 + y2dS

=

∫ 2

0

∫ 2π

0

r2rdθdr = 2π

∫ 2

0

r3dr = 2π
24

4
= 8π.

Oppgave 12

Man kan uttrykke volumet til et legeme D ved Volum(D) =
∫∫∫

D
1dV . Alts̊a

kan man benytte divergensteoremet p̊a vektorfelt som har divergens lik 1 til å
beregne volumer ved å løse fluksintegraler.∫∫∫

D

1dV =

∫∫∫
D

div(F)dV =

∫∫
∂D

F · dS,

der div(F) = 1, f.eks. kan man velge F = 1
3 [x, y, z].

Oppgave 13

Skisse:
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En parametrisering av ellipsoiden x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 er gitt ved en “variant” av
sfæriske koordinater

r(φ, θ) = [a cos(θ) sin(φ), b sin(θ) sin(φ), c cos(φ)],

for 0 ≤ φ ≤ π og 0 ≤ θ ≤ 2π. Vi kan s̊a følge tankegangen fra oppgave 12:

masse(E , ρ) =

∫∫∫
E
ρdV =

1

π

∫∫∫
E
dV =

1

π

∫∫
∂E

F · dS,

der F = 1
3 [x, y, z] og E er den fylte ellipsoiden og ∂E er parametrisert av r(φ, θ).

Vi kan n̊a regne ut det siste integralet:∫∫
∂E

F · dS =

∫ 2π

0

∫ π

0

F(r(φ, θ)) ·
(
∂r

∂φ
× ∂r

∂θ

)
dφdθ,

der

(
∂r

∂φ
× ∂r

∂θ

)
=
[
bc cos(θ) sin2(φ), ac sin(θ) sin2(φ), ab sin(φ) cos(φ)

]
og F(r(φ, θ)) =

1

3
[a cos(θ) sin(φ), b sin(θ) sin(φ), c cos(φ)]. Vi f̊ar da

F(r(φ, θ)) ·
(
∂r

∂φ
× ∂r

∂θ

)
=
abc

3
sin(φ),

og vi kan regne

masse(E , ρ) =
1

π

∫ 2π

0

∫ π

0

abc

3
sin(φ)dφdθ =

4abc

3
.

10


