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Oppgave 1

a) Finn den generelle løsningen til differensialligningen

y′′ + 4y′ + 5y = 0.

b) Finn den generelle løsningen til differensialligningen

y′′ + 4y′ + 5y = 25x.

Finn spesielt den løsningen som tilfredsstiller y(0) = −3, y′(0) = 3.

Oppgave 2 Gitt ellipsen

x2 − 2x+ 4y2 = 3.

Bestem følgende geometriske objekter og data assosiert med ellipsen: sentrum,
eksentrisitet, brennpunkter, styrelinjer og lengden på halvaksene. Lag en skisse av
kurven, med de geometriske objektene inntegnet.

Oppgave 3 I denne oppgaven skal vi finne en tilnærmet verdi for π/4 på
to måter, og sammenligne de to metodene. Til dette skal vi benytte relasjonene
arctan(x) =

∫ x
0

1
1+t2dt og arctan(1) = π/4.

a) Bruk trapesmetoden med 4 delintervaller på integralet
∫ 1

0
1

1+t2dt til å finne en
tilnærmet verdi for π/4. Gjør også et overslag over feilen; her kan du bruke
(uten bevis) at

∣∣∣ d2

dt2
( 1

1+t2 )
∣∣∣ ≤ 2 for t ∈ [0, 1].

b) Bruk summeformelen for en geometrisk rekke til å utlede relasjonen

arctan(x) =
∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1 , |x| < 1.

Vis at denne relasjonen også gjelder i endepunktene x = ±1, slik at spesielt

π/4 =
∞∑
n=0

(−1)n
2n+ 1 . (∗)

c) Finn en tilnærmet verdi for π/4 ved å ta med de 5 første leddene i rekken
(∗). Bruk feilestimatet for alternerende rekker til å gi et overslag over feilen.
Hvor mange ledd må du ta med for at nøyaktigheten skal bli like god som i
punkt a)?
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Oppgave 4 La y = ∑∞
n=0 anx

n være en potensrekkeløsning til differensiallig-
ningen

xy′′ + 2y′ + xy = 0.

a) Forklar hvorfor y′(0) = 0, og bestem alle koeffisientene an når y(0) = 1.

b) Bestem konvergensintervallet til rekken funnet i a), og finn et endelig uttrykk
for summen.
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Formelark
Eulers formel

eiθ = cos θ + i sin θ

Taylorrekker

ex =
∞∑
k=0

1
k!x

k sin x =
∞∑
k=0

(−1)k
(2k + 1)!x

2k+1 cosx =
∞∑
k=0

(−1)k
(2k)! x

2k

Taylors formel med restledd

f(x) = Tnf(x) + 1
n!

∫ x

a
f (n+1)(t)(x− t)n dt

= Tnf(x) + f (n+1)(c)
(n+ 1)! (x− a)n+1

der c er et tall i det åpne intervallet mellom a og x.

Generalisert binomialkoeffisient (r: et reelt tall, k = 0, 1, 2, 3, . . . )(
r

k

)
= r(r − 1)(r − 2) · · · (r − k + 1)

k!

Trapesmetoden Hvis f har kontinuerlig andrederivert på [a, b] og |f ′′(x)| ≤ K
der, så har vi: ∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dx− Tn

∣∣∣∣∣ ≤ K(b− a)
12 h2 = K(b− a)3

12n2

der n er antall delintervall og h er lengden på disse.

Simpsons metode Hvis f har kontinuerlig fjerdederivert på [a, b] og |f (4)(x)| ≤
K der, så har vi∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dx− Sn

∣∣∣∣∣ ≤ K(b− a)
2880 h4 = K(b− a)5

2880n4

der n er antall delintervall (må være et partall) og h er lengden på disse.

(forts. neste side)
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Numerisk løsning av initialverdiproblemet y′(x) = f(x, y(x)), y(x0) = y0 .

• Eulers metode xn = x0 + nh yn = yn−1 + f(xn−1, yn−1)h.
• Eulers midtpunktmetode xn = x0+nh yn = yn−1+f(x′n−1, y

′
n−1)h

der (x′n−1, y
′
n−1) = (xn−1 + h/2, yn−1 + f(xn−1, yn−1)h/2).

Kjeglesnitt Ligning for kjeglesnitt med eksentrisitet ε 6= 1 (dvs. ellipse eller hy-
perbel), styrelinje x = L og brennpunkt i (B, 0) (med B > L):

y2 = (ε2 − 1)
(
(x− x)2 − a2

)
,

der x = B−ε2L
1−ε2 = sentrum i kjeglesnittet og a2 =

(
ε(B−L)

1−ε2
)2
.

For ε = 1 (parabel) har vi

y2 = 2(B − L)x+ L2 −B2.


